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RESUMO

esde o principio da pesquisa conduzimos nossas investigagoes

centradas na produgdo de conhecimento a partir do Calculo. Nosso

teresse por uma pesquisa ligada ao ensino € aprendizagem de Calculo com bases
soistemologicas, tem como motivo principal as experiéncias vividas pela
sesquisadora em termos de sala de aula dessa disciplina e a preocupagac em
contribuir para a compreensdo do desenvolvimento do pensamento diferencial e
megral do estudante em meio as atividades pertinentes ao Calculo. Este trabalho
deade-se em duas partes, uma de fundamentagbes tedricas e investigacdes
mesidrico-epistemologicas e, outra, empirica _ de pesquisa de campo _, embora em
ncss0s procedimentos essa dicotomia e ordenagdo nao faga sentido devido ao
enrelacamento encontrado entre teoria e pratica. Na parte tedrica procedemos a
wuma revisdo de literatura sobre trabalhos que tém interse¢ées com Calculo e
Sowstemologia, seguida de uma abordagem sobre tecrias do conhecimento e de uma
Sundamentagdo para esta pesquisa centrada no Modelo Tedrico dos Campos
Samanticos (MTCS). A parte referente a pesquisa de campo, de ordem qualitativa,
=nvolve coleta e analise de dados do tipo entrevistas, gravagdes de atividades em
sala de aula, solugdes escritas de problemas e observagées em um caderno de
zampo. As analises sao desenvolvidas a luz do MTCS, mostrando que nao somente
esse modelo € adequado, mas, principalmente, apontandc os diferentes modos de
proaucdo de significados, objetos e conhecimentos em relagao ao Calculo. Sem
oretensoes de estabelecer abordagens ideais para sala de aula de Calculo, nosso
oroposito € de indicar que certas posturas e procedimentos pedagodgicos do
orofessor contribuem mais que outras para que ele possa interagir, em nivel das
producdes epistemoldgicas do aluno, e, em consequéncia, uma aprendizagem

sfetiva se realize.

=21 AVRAS CHAVES: Produgao de significado, pensamento diferencial e integral,

estipulagdes locais, conhecimento € Campos Semanticos.




ABSTRACT

From the beginning of the study, our investigation was centered on
the production of knowledge starting with Calculus. Our interest in a study
Sn=ed to the teaching and learning of Calculus, with epistemological bases,
s motivated mainly by the lived-experiences of the researcher in the
ctassroom, and a concern for contributing to the comprehension and
cevelopment of differential and integral thinking of the student with respect
22 activities pertinent to Calculus. The study was divided into two parts: one
ocused on  theoretical foundations and historical-epistemological
wwestigations; and the other empirical, based on fieldwork. However, in our
procedures, this dichotomy and order make no sense due to the
mierlacement between Calculus and Epistemology, followed by a review of
Teories of knowledge and foundations of the present study centered on the
Theoretical Model of Semantic Fields. The empirical part of the study
referring to the fieldwork which was of a qualitative nature, inveolved
collection and analysis of data such as interviews, recordings of activities in
e classroom, written solutions to problems, and observations written in a
Seld notebook. Analyses were informed by the Theoretical Model of
Semantic Fields, showing not only that this model is adequate, but mainly
pointing out the different modes of production of meanings, objects, and
xnowledge with respect to Calculus. Without pretensions of establishing
weal approaches for the Calculus classroom, we propose to show how
certain pedagogical postures and procedures of the teacher contribute more
than others to his/he interaction at the level if the epistemological production

of the student, and consequently, to effective learning.

KAYS WORDS: Production of meanings, differential and integral

thinking, local stipulations, knowledge. and Semantic Fields.
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Capitulo 1

PERSPECTIVAS INICIAIS

1.1 TRAJETORIA PESSOAL'

esejo  deixar registrados  alguns  relacionamentos

profissionais e reflexdes criticas que me impulsioparam inicialmente

2Era esta pesquisa. Reflexdes estas que me levaram as percepcdes em relagéo
ac meu proprio desenvolvimento, as mudangas em minhas concepgdes enquanto

arofessora de matematica, ocasionadas no meio influente da propria pratica.

As consideracdes que fago a seguir fazem parte da contextualizagéo
m=cessaria, por tratar-se de histéria de vida® (aqui escrita como autobiografia).
S=mcularmente, um auto-estudo dentro de minha histéria de vida.

Em 1977, comecei a trabalhar com o 3° grau, vinculada ao Departamento
2= Matematica da Universidade Federal do Espirito Santo, mas sempre
g=asando numa Pos-Graduagao em Matemdtica, que me darnia, entre outras

oosas. um melhor embasamento para continuar a ensinar.

O perfil dos professores universitarios demonstrava uma formagéao
essencialmente sobre contendos, com a crenca de que bastava entender bem as

Ssruturas matematicas e dedicar-se a ensina-las para “fazer com que o aluno

*este item a respeito da trajetoria pessoal. julgamos ser mats adequado a quest3o de cunho pessoal o
Teamento na b* pessoa do singuiar.

*  Autores de metodologias qualitativas. ao referirem-se. especialmente, 2 histéria_de vida, delegam 2
=esma o poder de ser fonte de informagio de acontecimentes que nos inteiram da realidade subjetiva do
suaeito historiado. Como trata, por exemplo, Hart (1991, p.7) a respeito de biografias ou autobiogratias e
Follentini (1996, p.30} ao tomar, como metodologia de pesquisa em seu estudo dos processos de mudanga e
Jdesenvolvimento de professores. a *historia de vida® de duas professoras de matematica.




.%mﬁ«((-'fwa rrececres

azrendesse’, ou seja, ser um bom professor.” Confiante nisso, colocava a culpa
20s fracassos principalmente nos alunos que nao estudavam o suficiente, na
‘alta de atengao deies em aula, ou até mesmo no professor por ndo ter colocado
o conteudo de modo “entendivel”, por falta, é claro, de um maior rigor

matematico.

Dessa forma, metodologias, teorias de aprendizagem, estratégias
eamativas de ensino, posicdes quanto a produgac de conhecimento, eram
sesconhecidas, raramente eram mencionadas ou tinham vez perante as
m=feades dos conteddos a serem ministrados. As discussdes quanto ao
comnecimento dos  alunos centravam-se no  conhecimento do conteudo
masematico atraveés das avaliagdes escritas e, por vezes, em como foi ensinado
2et=eminado conteudo, o que havia sido explorado, ou se era pertinente ao
@ograma  do  curso.  Viciada no  sistema, procurava ser ‘“perfeita”
maematicamente diante dos alunos (ser uma “palestrante” convincente no
Zamnhar do encadeamento logico do conteludo matematico) e aprofundar cada
wET mais as respostas as perguntas dos alunos, buscando priorizar, acima de
auslguer tipo de demanda do estudante, uma diregado matematica julgada
“sugernior” (cada vez mais dentro de uma logica abstrata e formal).

Seguindo no intuito de adquirir um melhor embasamento dos contetdos
saematicos, sem poder me afastar de Vitéria por motivos familiares, para cursar
wme Pos-Graduagao em Matematica, resolvi aproveitar a oportunidade que me
2@ws o Departamento de Matematica de ingressar em um Curso de Pos-
‘>racuagao lato-sensu nessa disciplina, na UFES, que contava com a
partcipacao de professores visitantes do Instituto de Matematica Pura e
2Apicada (IMPA) e de alguns professores do nosso departamento, e, em 1986,
sonclui o referido curso (com monografia na area de Topologia), sob corientagéo

20 orofessor Dr. Walmecir dos Santos Bayer.

" Uma mais amptia discussdo e critica, a respeito das crengas e concepedes de alunos e professores no ensino

=acicsonal de terceiro grau, que veio reforcar minhas observagbes. encontra-se no trabalho de Silva
1903

e ———— B . =
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Por muitos periodos, trabalhei em equipes de Calculo em que professores
soutores (conhecedores plenos do conteldo)} participavam e, no entanto, por
parte dos seus alunos, surgiam com bastante freqiéncia comentarios e

cegoimentos do tipo: “..O professor, por saber muito. ‘voa alto’ e noés, alunos. ndo

sonsequimos acompanha-io, ele ndo 'desce’ até nds, sabe muito pra ele!” ; “...Na aula parece
ue entendl tudo, mas depois é que vejo que ndo sei nada!"; “. Ele sabe muito! E... exige coisas
a=stratas demais’, sem sentido”, “..Geralmente esses professores 56 gostam de ‘tirar dividas' e
=aoecacr para os alunos que ja enlenderam gquase tudo e, para nos, que lemos muitas
SFcuwscades, parecem ndo ligar” | “..Ele é ‘fera' mas ndo gosto da maténa. Ha um bloqueioc, ndo
v sgnificado algum pro meu curso” . " A maténia 6 cheia de demonstragbes dificeis, € o

‘amessor vai pro quadro e fala pra ele! Ndo sabe transmitir” , “.. O professor sabe pra ‘caramba’l
Mes suas provas sdo lascadas!” Esses comentarios, na época, comecei a anotar
Sorcue os julgava de importancia na avaliagao dos professores, que era feita em
=aca término de periodo, pelos aiunos, e tambeém devido as sugestées de

aracedimentos que por vezes tinha condigbes de discutir nas equipes.

Nao sei precisar exatamente quando, mas foi diante do acumulo de
s=orovagdes dos alunos, implicando “‘fracassos” de muitos deles em nao
poaerem matricular-se em disciplinas que eram de sua periodizag&o normal no
Surs0, que passei a examinar, como membro do Colegiado de Cursc de
Matematica e “professora orientadora™ (figura criada pelo departamento de
Matematica, responsavel pelo acompanhamentc académico de alunos de
geterminados periodos), certas caracteristicas do ensino e da aprendizagem que
antes passavam completamente despercebidas. Essas caracteristicas tomaram
novas dimensdes a partir do ano de 1991, quando tive a oportunidade de discutir
agumas delas num grupo de estudos sobre ensino/aprendizagem de
Matematica, formado por quatro professores do Departamento de Matematica
{Ana Lacia Jungueira, Fabio C. Dutra, Mana Auxiliadora V. Paiva e eu),
Tinhamos, paralelamente, inictado a elaboragao de projetos ligados ao ensino,
sensando em como a universidade poderia contribuir para solucionar as
dificuldades encontradas e propaladas pelos professores de 1° e de 2° graus,

gue eram nossos alunos ou ex-alunos.
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Neste interim, comecamos a estudar, mais especificamente, Teonas da
2grendizagem e Histéria das Ciéncias, além de outros temas mais ligados a

Zducagao de 1° e 2° graus, a Historia da Matematica e a Psicologia.

Através de um projeto de ensino, aprovado pela Sub-Reitoria de Extensao
2a UFES, em convénio com a CAPES, tornou-se nossa meta a formacao de um
Laboratorio de Ensino. Esse objetivo foi conseguido e passamos a trabalhar, a
gartir do ano de 1992, no entdo denominado Laboratério de Ensino e
sgrendizagem de Ciéncias e Matematica _ LEACIM _, juntamente com
arofessores dos Departamentos de Fisica e de Biologia da UFES, alunos da
graduagao e alguns professores da rede puablica de ensino {ex-alunos da

Leenciatura em Matematica).

Com essa aproximacao de alunos das licenciaturas e de professores de 1°
= £° graus, fui me inteirando um pouco mais de toda a problematica por eles
wwenciada. Comecei a me perguntar onde esses problemas de ensino e
2orendizagem de Matematica poderiam ter um forum proprio para serem mais
ascutidos e estudados de uma forma cientifica, que nao fosse apenas relativa a
wonteldo matematico.  Deparei-me, entdo, com uma area emergente,

Zenominada Educagao Matematica.

Passei a participar ativamente dos encontros nacionais nesta area
‘Encontro Nacional de Educa¢gdo Matematica  ENEM ) e na execugao de
sncontros estaduais. Em nivel de movimento do Estado do Espirito Santo,
ambém participei da confeccdo de estatuto e da primeira chapa de diretoria

2stadual da Sociedade Brasileira de Educacao Matematica _ SBEM _.

Com uma carga de trabalho de quarenta horas por semana e regime de
cedicagdo exclusiva (DE). lecionava Matematica em varios cursos da UFES
(Matematica, Estatistica, Fisica, Engenharia, Quimica, Administragdo, Economia
2 Arquitetura), as vezes dois ou mais por periodo, tendo tido, desde 1977, cerca
Je B5 turmas em que a disciplina lecionada tinha conteido programatico de

Calculo Diferencial e Integral.
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Notava, entao, que dar aulas de Calculo para os alunos do Curso de
Matematica exigia um discurso diferenciade em relagcao, por exemplo, a fazer o

mesmo num Curso de Arguitetura.

Os alunos e professores dos respectivos cursos nao compartilhavam e
ndo reagiam igualmente as atividades, aos dialogos, as falas. Sera que a
sonstituicdo dos objetos matematicos também sofria variagdes significativas?

S=lo que diziam colegas da Matematica: “. mas, os fundamentos do Calcuio sdo 0s
=msmos! SO fazemos mais ou menos dernonsiracdes (dependendo do curso) e diversificarmos
soumas  aplicagoes”, parecia que as diferengas eram uma questdo de
“aprofundamento” dos assuntos abordados.

Contudo, na ansia de ajudar os alunos na aprendizagem dos objetos do
Calculo Diferencial e integral, sentia que parecia ndo ser bem assim, que esta
2stratégia de certa homogeneidade no “falar matematico” nao era suficiente,
emhora parecesse necessaria a nos professores; ou, até mesmo, ao contrario,

e ela podia estar dificultando a aprendizagem de uma parte dos alunos.

Talvez devesse usar uma diversidade maior (mas...como?) ao falar sobre
25 objetos do Calculo, embora tivesse como objetivo, dentro da Matematica, uma
unicidade em relagdo a construgao dos mesmoes, 0 qQue nos levava a adotar a
estratégia supracitada. Uma unicidade que sabemos nao ser sinonimo de
uniformidade.

Aléem disso me descontentava o produto final da aprendizagem que se
axteriorizava nos alunos de Calculo, concentrada apenas na reproducao de
algoritimos e técnicas em situagdes semelhantes as vistas. [sso eu percebia nao
s0 em meus alunos, ao final dos periodos, em conversas informais ou em provas,
mas também nas disciplinas seguintes, quando mencionava ou usava 0s objetos

constituidos na disciplina de Calculo.

Ao entrar numa sala de aula, apos iniciar os estudos no grupo de 1991, ja
nao podia impedir que uma nova estruturagao de valores dentro da

aprendizagem e do ensino tomasse lugar em meio acs meus pensamentos,
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embora, em termos de procedimentos, tivesse modificado muito pouco. Ainda

finha muitas davidas. insatisfagdes e poucas respostas.

Resolvi, entdo, investir na area de Educacdao Matematica, mesmo com
alguma indiferenga e falta de estimulo que recebia de colegas do Departamento

de Matematica quanto a essa escolha.

No primeiro semestre de 1993, motivada para cursar uma Pos-Graduagao
em Educagao Matematica, consegui estabelecer um contato mais direto com o
professor Dr. Romulo C. Lins, que participava, como convidado e palestrante, de
um encontro de professores na UFES e que, oportunamente, nos colocou mais a
par das pesquisas em Educagado Matematica feitas na UNESP-Campus de Rio

Claro.

Dessa forma, resolvi que, no segundo semestre de 1993, usufruindo de
uma licenga sabatica e de condigbes pessoais/familiares propicias, participaria
Jaquele programa de Poés-Graduagao em Educagdo Matematica como aluna
especial, visando a uma possivel continuagio. Oficializel o pedido junto ao

Departamento de Matematica e fui liberada.

Durante o periodo cursado como aluna especial e, principalmente, no
orimeiro ano como aluna regular do referido programa de Pds-Graduagdo em
Educa¢ao Matematica. dois fatores foram importantes para definir a linha de
sesquisa a ser implementada: os contatos com o Grupo de Pesquisa em

=pistemologia e a participacido no Grupo de Estudos de Calculo e Analise.

Nos contatos com o grupo de pesquisa em epistemologia, foram
relevantes as conversas com seu coordenador (meu orientador na Pés-

Graduacgao) professor Romulo C. Lins.

O Grupo de Estudo de Calculo e Analise reunia-se sob a orientagao do
orofessor Dr. Roberto R. Baldino. Esse era um dos grupos integrantes do Grupo
de Pesquisa e Agao (GPA), atuante junto a graduacdo em Matematica, a pos-
graduagao em Educacao Matematica e aberto a participagao de professores da

comunidade de Rio Claro. Nesse grupo de estudos, com reunides periddicas
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semanais, tinhamos uma identificagdo dialdgica (conversavamos segundo
nossas vivéncias como alunos e professores de Matematica no terceiro grau) e
um espago com interesses convergentes para trabalhar com as discussdes de
sala de aula de Calculo e Analise.

Assim, em 1994, apos o ingresso como aluna da Pés-Graduagado em
Z=aucacao Matematica da UNESP - Campus de Rio Claro, optei pela pesguisa

= aprendizagem e _ensino_de Calculo (entre outras coisas, mais proxima a

manha pratica profissional). A principio, a pesquisa envolvia a_diversificagao

zessivel de producdo de significados ao construir objetos_matematicos. o que

Suava, no meu entender, © campo de pesquisa em torno de uma linha cognitiva
Seaca a produgao de conhecimento.

Perguntava-me, entre outras coisas, se existira alguma relagao com 0s
“¥ecentes cursos e resultados de ensino/aprendizagem em que esta disciplina
WCalculo) era ministrada. Como poderia observar? Em que isso poderia
sontribuir? Que direcionamentos e ligagdes deveria escolher e abordar dentre os
aspectos que pareciam se apresentar conjuntamente a pesquisa, por exemplo:

25 pedagogicos, os psicoldgicos e os metodoidgicos?
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1.2 SOBRE O PROJETO DE PESQUISA

Como dissemos, este trabalho desde a elaboragao de seu projeto,
centraliza-se em uma analise epistemologica de aspectos da aprendizagem do

Zalculo Diferencial e Integral.

Julgamos importante situar que o projeto originalmente apresentado
soffeu inUmeras mudancas durante sua execug@o. mas sempre nos serviu de
onentagdo. As mudancgas foram mais de aspectos tedricos, referentes tanto a
Soema estrutural de apresentagdo quanto a algumas insergdes bibliograficas.
Contudo, desde o inicio, uma pergunta estava presente a provocar os
encaminhamentos das investigacoes:

PERGUNTA DIRETRIZ: S30 estabelecidas diversificagoes nos modos de
@rodugdo de significados e de objetos a partir do Calculo diferencial e
mtegral? Quais?

E relevante observar que essa pergunta dupla, se fixada em sua primeira
sarte, que pode ter uma interpretacao de aparente insipidez ou "obviedade”’, nédo
Fceita um simples “sim” ou “nao” como resposta sem qualquer discussao ou
fundamentagdo. E preciso notar que os significados a que ela se refere, no
contexto em gue foi pensada, sdo significados matematicos constitutivos de
2&rtos modos de produgao do pensamento diferencial e integral, bem como de

seus objetos.

Além disso, na pergunta diretriz, a referéncia de diversificacdo de modos
o= oroducdo de significado e feita em “relagao aparente” a um mesmo objeto

sonstruido (por exemplo, diferencial da variavel x, “dx’) e simbolicamente

s2oresentado em uma mesma proposi¢do linglistica. Para responder a essa
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Juestao com propriedade, temos que investigar, entre outras coisas: qual a
satureza desses objetos construidos? A partir de que se constituem (de qual{is)
significado(s), ou de quais outros objetos ou principios)? Em conjunto com que
wsnficativas matematicas? Realmente existe diversificagdo nos modos de
orogucao de significados, ou sao meras metaforas ou mimeses de um mesmo

seeeto constituido?

OBJETIVOS DO PROJETO DE PESQUISA;

*Mostrar que o Modelo Teérico dos Campos Semanticos
(MTCS) e adequado ao levantamento da pergunta diretriz e a

um estudo histérico-epistemolégico do Calculo.

+Detectar algumas das conseqiiéncias em se olvidar tanto o
aspecto formativo desempenhado pela linguagem quanto a
observacdo dos Campos Semanticos (CS) no ensino-

aprendizagem do Calcuio.

sExplorar dietrizes para se desenvolver um meétodo de
produgéo de significados dentro do Calculo, abrindo uma nova

perspectiva para o estudo de seu ensinc e aprendizagem.

+ldentificar até que ponto a pratica social deve ser considerada
como fator de importancia na atividade dos interlocutores (para
os quais se fala), fazendo com que a produgao de significado

ocorra em determinados CS e nao em outros.

No decorrer das investigagdes, estavamos ciente de que tinhamos que
compatibilizar entre as experiéncias em sala de aula, 0s modelos e linhas
®oncas presentes na Educagao Matematica e os nossos objetives enguanto
sesquisadores, porque uma pesquisa raramente se estabelece por uma
cemanda livie de um direcionamento institucional ou de “patrocinadores”

recondmicos, politicos, culturais e outros), que impoem os limitantes.
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Desde sua apresenta¢do, o projeto de pesquisa teve como opgac uma
Tetodologia qualitativa, envolvendo observagao sistematica em salas de aula de
—aiculo, entrevista pessoal (com professor e aluno) e entrevista com grupos de
FuUNos.

As consideragdes sobre 0 modo de conduzirmos as investigagbes foram
anmordiais para a flexibilizagdo necessaria em todo seu processo, o qual
anvolveu pesquisa com objetivos dependentes de outros fatores nao so tedricos
‘como sala de aula). Esse “ir e vir’ entre a pratica observada em salade aulae a
Sundamentagao tedrica metodologica foi, sem duvida, uma parte importante do

grocesso em meio ao qual construimos nossa pesquisa, € sem o qual nao seria

£s1a pesquisa.

% 3 GENESE DA PESQUISA

“As dificuldades que permeiam o ensino e aprendizagem das nogbes
“undamentais do Calculo Diferencial e Integral sdo questdes que, em diferente
msensidade, tém correlagdbes com outros problemas, inclusive de ordem nao
eoistemologica. O convivio nas salas de aula dos mais variados cursos que
mecessitam dessa parte da matematica nos coloca em contato direto com essas
2¥culdades que sdo também denunciadas no indice de reprovagdo e de

2esisténcia que marca esta disciplina no inicio dos cursos nos quais € ministrada.

A medida que a tecnologia avanga, o uso de softwares (programas) que
resolvem probiemas envolvendo Calculo Diferencial e Integral tem sido cada vez
maior. A utilizagao do computador (como das calculadoras graficas) no ensino,
zor ser um poderoso auxiliar na diversificagao e implementagao das atividades,
2=m como na possibilidade de modificagcao do modo de pensar e agir do aluno
oerante um problema, levanta uma necessidade investigativa que vai além do
200 de treinamento que & normalmente requerido de seu usuario, atinge as
meiodologias de ensino e acaba chegando as dificuldades relativas ac ensino e

2orendizagem com a adicao de novos elementos a serem considerados.
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Queremos realgar com isso que, frentes de pesquisas vém se
Sesenvolvendo a respeito do ensino e aprendizagem de Caleulo, usando o
somputador e, em nossa opinido, os problemas epistemolégicos envolvidos
sesses dois processos (juntamente com os demais) parecem ter ganho, por um
520, mais um aliado _ de auxilio a investigagao dos mesmos _ mas, por outro
Jacc. continuam a existir, Por exemplo, em termos de modo de produgdo de
;l-l ‘samScados, pode ser que o uso de certas aplicativos computacionais favorecam

mas a nucleagdo em torno de formas visuais geomeétricas, porém, da mesma
~ ®r—a. o aluno tera que produzir determinados significados e conhecimentos
.~ Wisacos pelo professor ("detentor" do poder académico) como certos. Ele
srauz? Como conseguir que ele os produza? Praduz outros? Quais? Serd que
Sepende da atividade que é elaborada? Depende das agbes pedagodgicas
Jomadas pelo professor? Ou seja, em resumo, as pesquisas sobre os processos
2= ensino e aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral continuam a

secessitar de investigagoes sob o ponto de vista epistemolégico.

Resolvemos centrar as observagoes, na sala de aula de Calculo, no que

2Z respeito aos significados _ “conjunto de coisas gue se pode falar e efetivamente se diz a

s=speito de_um objeto [grifo nossso}’ (Lins, 1997b, p. 145) _ produzidos pelos alunos € os

produzidos pelos professores ac utilizarem-se do discurso matematico
académico, independente da metodologia usada ou de outros instrumentos,
&moora nao deixando de lado as relagbes e interferéncias que possam ser
=stabelecidas. Podemos dizer, assim, que, desde sua génese, esta pesquisa teve

om veio epistemologico.

Em meio a isso, continua a se evidenciar que o ensino da matematica, no
¥=rceiro grau, freqlentemente apresenta a forma acabada de uma teoria, pois néao
zossibilita ao estudante uma participagdo devida nos processos de constituicdo
zessa forma matematica de pensar, o que leva, de cerio modo, também a
ascreditar que os objetos matematicos ensinados e aprendidos s@o constituidos de
mado dnico, independente dos estudantes (de sua formagdo. de sua demanda
snguanto aluno ou futuro profissional}, do livro texto ou de outro instrumento

wBhzado. Nessa diregao, € comum escutar: "os objetos do Calculfo sdo sempre os
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mesmos, embora Se fale sobre eles com algumas diferengas de tratamento”, OU MESMO

“Caicudo 6 Calculo, embora s aplicagbes se diversifiquem'”.

Pesquisas a respeito do ensino e aprendizagem de Calculo no terceiro
rau reforcam as evidéncias deste problema de apresentacao formal dos
sounciados matematicos, de modo linearizado numa cadeia ¢e resultados, que
sarecem nao admitir discussdes. Podemos encontrar, por exempio, no trabalho
2= Tall (1991), que abordagens correntes para 0 ensino superior tendem a
groporcionar aos aiunos o produto do pensamenic matematico, enguanto o
rocesso do pensar matematico € relegado. Nao se costuma focalizar, de um
Todo geral, a trajetdria completa do pensamento matematico avancado.* desde o
@o criativo de considerar o contexto do problema que leva a formulagao de
==njecturas, a constituicao das afirmagdes e justificacoes, ao estagio final de

m=snamentos, resultados e provas.

Nado somente métodos correntes de apresentar o conhecimento matematico
avangado fatham em atnibuir o poder do pensar matemalico, como também em oulra,
iguaimente seria deficiéncia. uma apresemtacdo lonc35 pode ndo ser aproprada para
o desenvolvimento cognitivo do aprendiz (Tall, 1881, p. 3).

E crucial também estabelecer que, ao considerarmos a matematica uma
wmacao humana, um texto de linguagem especifica. ela é parte integrante do
mosso  contexto  {socio-cultural-ideologico), e qualquer pesquisa a ser
=mpreendida na diregao de sua aprendizagem precisa levar em conhta nao
somente os contextos das concepgdes dos matematicos como, principalmente, os

205 alunos (os aprendizes em foco).

© Tall {1991, p. 20) diz que muitos dos processos {transigdo e reconstrugdo mental. generalizagio e
Ssmacao, intuicdo, rigor, anglise e sintese) do pensar matematico avangado podem ser encontrados em um
el mais elementar. € o gue faz a passagem do pensar matematico elementar para ¢ avangado € a transigio
o descrever para definir € de convencer para provar, de wn modo logico baseado nas definigdes
sxmadas. "Esta rransicdo de coeréncia da maiemdtica efementar para a conseqiéncia da matematica
awcada, basea-se em entidades abstratas as quais o individuo precisa construir através de dedugdes das

defrncdes formais."

" A0 referir-sea uma apresemtagdu ldgica ., o avtor quer dizer um tipo de apresentagio na qual os
ssoecinios e resultados matematicos s3o encamnhados de mode formal e Hinearizado {concatenados), numa
mreseniacdo Jogica {parz “bons entendedores”) dos conteados matematicos.
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As interferéncias, por sermos parte deste contexto muitiplo, podem vanar
&m relacao ao ato de aprenden6 Embora pertencendo a um mesmo grupo social,
== sueitos podem ter diferentes modos de producdo de uma nogao matematica,
s=pendendo de suas experiéncias prévias (inclusive a producao das nog¢des de

aea).

Em outras paiavras, conceftos cientificos $d0 parte do processe de
organizagdo da atividade humana. Mas os conceitos da rua tém o mesmo papel o de
participar do processoc de organizagdo da atividade humana {Lins & Gimenes, 1997,
p. 23).

Ainda em grupos mais seletos, como o de estudantes de Calculo,
sEservamos, por exemplo, gque, se tomarmos o resultado matematico de que 0s
m=as formam um corpo ordenado completo e fizermos a associagdo comum com
@ontos sobre uma "linha numerica”, observamos que alguns estudantes véem,
somo implicagao, que nao existe "lugar” para colocar mais nenhum numero: a
Jsha numerica é completa.” Em particular, os estudantes nao aceitam que se
“=egorde” a linha numérica e se englobem os hiper-reais e que, assim, ela possa
sonter os infinitésimos _ que $30 positivos mas menores que qualquer racional
Sesitivo ndo nulo _ dentro da analise nao-standard. Outros olham a "completude”
somo um resultado técnico que adiciona os pontos limites de seqliéncias de
Cauchy de numeros racionais, sendo perfeitamente possivel colocar os numeros
¥=ais em um conjunto numerico maior, incluindo os infinitésimos e numeros
A=nitos, os hiper-reais. Esse € um modo de aceitar a tecria da analise nao-

sandard. Mas, por exemplo, Cantor negou a existéncia de infinitesimais,

" Fmguisas recentes de Walkerdine (1988) tém demonstrado a influéncia dos significados gerados na
sepnlacao das praticas (até mesmo de contextos familiares) dos alunos em suas aprendizagens escolares.

Lins & Gimenes {1997, p. |7 e |8) dizem que: *.. nossos alunos estdo vivendo em dois mundos
dwmeas. cada um com sua organizagdo ¢ seus modos legitimos de produir significado. [... ] A alternativa
e wamos defender é que o papel da escola é participar da andlise e da tematizacdo dos significados da
memitica da rua - no caso particular da Educacdo Matemdtica -. e do desenvolvimento de novos
wewdicados. possivelmente matematicos, que irdo coexistir com os significados matematicos. em vez de
mmwar substitui-los™.

" Jase sambém foi detectado em outras pesquisas, corno a de Sierpinska (1987) e a de Comu {1983).
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=aseando-se na ndo- possibilidade de calcular o inverso de um nimero infinitc

# sua teoria de cardinais infinitos.®

O préprio tratamento com o infinito fornece uma diversidade que, através
22 Slogénese, podemos observar desde Arquimedes. O infinito foi um significante
=@ matematica que teve articulado a varios significados, cuja produgdo se deu de
Sf=rentes modos. Ora como infinito real (ou atual), ora como infinito potencial, e

Sures mais.

Embora ¢ simbolo « tenha sido usado por muitos matematicos desde
Walis. seu significado variou. Weierstrass, por exemplo, usava « significando

pctencialidade e uma “realidade”. Ele escreveu: f(a) = «» para significar que

:
—— =0, e f(e)=b pararepresentar que o limite de f(x), para x muito grande,

fla)
&2 b

Cantor, talvez para evitar confusbes, escolheu © simbolo « para
mmocesentar o infinito real agregado aos inteiros positivos, de acordo com o que
=e chamou, em sua teoria, de poténcia de um conjunto infinito de elementos, e

2om Isso pode representar um numero transfinito de poténcia superior.

Mas, como bem escreve Boyer (1959), o fato da cardinalidade de um
Somsunto poder ser infinito, junto a definicdo de variavel continua. foi o bastante
@wrante algum tempo, aos conceitos do Calculo; ou seja, os fundamentos eram
semetidos a conjuntos numéricos de inteiros, finitos e infinitos, sem precisar
zmtar nas dificuldades inerentes ao infinito real {por exemplo, mais tarde fez-se
=& analise nao-standard). O rigor Iogico, finalmente, (con)venceu e concretizou a
=onstituicdo desse modo de producaoc dos fundamentos que matematicos, como

Waserstrass, Dedekind, Cantor e outros, ajudaram a estabelecer para o Calculo.

Assim, nao ha um verdadeiro e absoluto modo de pensar sobre
Matematica, de constituir seus significados e seus objetos, como historicamente

Sambem pudemos evidenciar (veja Capitulo 4). Mesmo argumentando sob o ponto

W TALL (1991, p. 6).
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2 wista do desenvolvimento na pratica {por exemplo. em sala de aula) de uma
~ ®ora matematica, que parece obedecer a certos componentes: uma linguagem,
Fi- conjunte de afirmagdes aceitas, um conjunto de questdes aceitas e um

10 de visbes metamatematicas (incluindo modelos de provas e definigées),®
IP 2ecemos observar que esses componentes tém variagbes. Além do que, eles sao

. @dwindos do dominio do enunciado matematico, que € escrito para um leitor

eeal sem "falbhas”), e que por meio de um outro leitor (real) se transformam em

ciagao.

No nosso entender, enunciar algo _ enunciagdo _ & um processo dinamico,
cendente de um sujeito da enunciagdo, considerado um pouco diferente do
falar algo, pois este dltimo pode ser reduzido a articulacao lingtistica de uma
avra apenas {de “falar como um papagaio” ou de “faiar por falar” uma letra de
2 poesia, de uma musica), e, durante tal fala podemos estar pensando em
3 coisa, com atengao desviada a outro intuito, enquanto a enunciagdo tem o
2us” de uma proposicao, de uma “fala social” {como Vygotsky trata), com uma
m=ncao, dirigida, parte de uma demanda. Geralmente a fala € intencional, e
WO assim ocorre € considerada como uma enunciagao. Uma enunciagao

em pode ser efetivada via gestos, imagens € sons {como assobios).

Com um aspecto estatico temos 0s enunciados que concebemos como

suos das enunciacdes, tais como os textos escritos e as memorizagdes. £ o

=as0 do livro texto de Calculo, um enunciado matematico para o aluno. que o
forma  em  enunciagac segundo uma demanda por parte de seus
locutores, que ocasiona a escolha de certos modos de produgdo de
ado para as crengas-afirmagbes e justificagdes e, conforme sejam
struidas, de acordo com a linguagem matematica, sao, de modo particular,

ficadas como um conhecimento matematico do aluno.

1

‘F " & KITCHER (1984. apud Tall, 1991, p. $6).
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Em certos grupos sociais onde é trabalhado e produzido um conhecimento
matematico avancado.'® e em Cujos grupos existe uma maior convergéncia em
relacao as experiéncias anteriores dentro da Matematica, é de se esperar pouca
ou até por vezes nenhuma diversificacdo dos modos de produgao de significado

2 partir da Matematica.

Juntamente com essa preocupagdo de explicitar nossa linha
2pistemolagica, vem o fato de estarmos apoiada numa vertente que enfatiza um
‘ado social das relagdes do sujeito com o outro, em que, para nos, 0 sujeito
central e o0 estudante _ sujeito do conhecimento e de uma aprendizagem _ aluno
2m sala de aula e fora dela (aluno-professor, aluno-aluno, aluno-interlocutor) em

seus contatos como aprendiz.

Posto que a aprendizagem & um processo “globalizado” _ no sentido de
3er um processo epistémico. subjetivo € ac mesmo tempo na dependéncia das
oraticas sociais envolvidas _ embora especificando-a a partir de atividades na
disciplina de Calculo, acreditamos na investigagao de uma fonte principal que é a
orodugao de significados pelo aluno. Nesse caso, essa investigagao tem como
material basico as produgdes dos estudantes durante as atividades, isto €: suas

enunciacdes e seus enunciados escritos .

Cabe ressaitar, contudo, que uma selegdo prévia a investigagao, é feita a
alguns objetos do "mundo do Calculo”, com o objetivo exclusivo de restringir e
Jdelimitar ¢ universo desta pesquisa e possibilitar sua implementacdo dentro dos
imites de tempo determinados. Além disso, sabemos que estas producées sao
implementadas em meio as diversas atitudes (do aluno e do professor) e que,

embora nao estudadas nesta pesquisa. nao deixarao de ser consideradas.

“Aqui estamos tratande, de modo bem simplista. um conhecimento matematico como ‘avancado’ se as suas
afirmacdes e justificacdes precisam considerar uma matemdtica pelo menos de nivel universitdrio. Porém
como ja dissemos anteriormente {veja nota de rodapé sobre o pensar matematico avangado), em seus estudos
sobre o assunte. Tall (1991, p.3) afirma que. o ciclo de atividades do pensar matematico avangado pode ser
=1sto como aquele que a partir do ato criativo de considerar um deterrrinado probiema. contextualizade na
investigacdo matematica, conduz a formulagdo de conjecturas e ao estagio final de refinamento e prova. A
possibilidade de definicdo formal e de dedugdo sdo fatores que distinguem o pensar matemitico avangado.

R I el e T s —

|
|
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Os objetos, inclusive aqueles de gue Nno$ ocupamos ne conhecimento
atico, séo constituidos através da produgao de significado, e os modos de
wcao podem ser diferenciados de acordo com o interlocutor (para o qual
falar) e com o motivo e o senfido da atividade. Por exemplo: um estudante
& aprender derivada, porque depende disso para ser aprovado (motivo que o
angajar-se). O professor lhe fala de derivada. Para um colega, ele enuncia:
derivada é uma 'boa’ porque resolve a maiona dos problemas do iivro', POIS O $Séu
tor (0 colega) compartilha da crenga de que, se resolver em parte os
as do livro, eles passam. Mas, para o professor, diz : "Denvada ¢ f(x} (& no

_ _ ] X+ Ax)— f(x)
0 0 aluno escreve, se memorizou), f'(x}= llmo / A; i E

A=

Entao, derivada parece ter se reduzido aos algoritmos, as regras de

ao, pois 1580 Ihe basta para passar.

Assim sendo, dos possiveis significados produzidos na enunciagao do
ss0r, ao falar de derivada, ou que poderiam ser produzidos pelo aluno (por
wlo, como a respeito de acréscimos reais que determinam uma vizinhanga
&= um ponto, acréscimos infinitesimais que determinam as modnadas, taxa de
atacao, calculo infinitesimal em uma mdnada, reta tangente como limite de retas
s=cantes, derivada como coeficiente angular de uma reta tangente a curva,
wwadga como uma fungao, derivada como um limite de um quociente especial),
enas foi produzida a derivada como uma regra, o algoritmo. Para ele. parece
a demanda nac foi determinada pelo professor (um interlocutor "menos
ante” neste caso), mas, previamente, sua demanda deve ter vindo de seu
o social (familiar, institucional, ou qualguer outro), ja que seu sentido _

(querer ser aprovado na disciplina, mesmo sem determinados
ahecimentos) _ € geralmente uma “exigéncia” comum aos pais, a instituigao,

@S quais quer agradar (seu motivo).

Na conversagdao todas as frases sdo impelidas por um motivo. [...] Os motivos
vanaveis dos interfocutores determinarm a todo instante o curso da fala cral Ela ndo
temn que ser conscientemente dingida _ a sfuagdo dinamica se encamega disso _

Vygotsky (1995, p. 85).

i
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Nesta parte social de convivéncia em sala de aula. para o destaque
2cessario a construcao epistémica do aluno, a fala € elemento muito importante.
isso, além do MTCS, recorremos varias vezes as idéias de Bakhtin
slacadas com as de Vygotsky) no que se refere ao estudo da fala e da
agem, e as de Vygotsky e Bruner quanto a producgado de significado. Uma

=x00sicao sucinta dessas nogdes fundantes, segundo esses autores, € incluida

Capitulo 4.

.1 Alguns destagues na pesquisa

Um estudo de objetos do Calculo

Os objetos selecionados para as investigacdes, gquer seja no estudo
'_ rico-epistemologico, ou em sala de aula (pesquisa de campo), foram
plhidos por estarem envolvidos ou envolverem nogdes sobre numeros reais,
ito ou de limite de fungoes, que atualmente permeiam todo o inicio da
rendizagem do Calculo Diferencial e Integral de alunos de diversos cursos do
grau (Engenharia, Matematica, Arquitetura, Economia, entre outros);, e que
a perguntas como: a produgdo de significado relativa aos objetos
aderados € diferenciada? Por que podemos afirmar ou nao? Que tipo de
renciagdes? 1sso pode ajudar no processo de aprendizagem de Calculo? Ha
=rencas detectaveis na constituicdo dos objetos matematicos, quando se trata
= alunos de cursos diferentes? Ou isso ndo depende do grupo de alunos ou do

o e. sim, do professor?

E importante compreender como a reflexdo, a partir dos objetos
aticos concernentes a esta pesquisa, tem sido feita e, conseqiientemente,
o 0s textos sdo lidos, para que este estudo nao fique parecendo apenas um
wucar de abordagens de pontos da Matematica e da Histdria da Matematica,

uma leitura somente do tipo “sucessdes de fatos a serem narrados”. Mas que
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estudo historico-epistemoldgico’” seja visto como um procedimento
2miCo em suas subsequentes leituras e interpretagdes dos textos, nNos quais
curamos  superar a procura de um  significado  "real” (fixo, Unico,
ndental em rela¢ao a nés) e alcangar o nosso modo preferencial de falar
e 0 que estamos lendo, ou o que o texto nos ajuda a produzir nas leituras
wvas. Portanto, com este referencial, nao podemos deixar de levar em
sideragdo a influéncia das leituras dos textos conjuntamente ao ato das
pretacdes, produzindo as verdades no proprio processo de busca, em

acao aos pontos histdricos demarcados.

Pesquisa de trabalhos afins

Uma outra fonte de incentivo as nossas diretivas de pesquisa foram os
wos, mas significativos, trabalhos ja implementados envolvendo ensino-
dizagem de Calculo ou epistemologia. Dentre eles, escolhemos alguns,
e 08 quais destacamos certos pontos que julgamos de maior relevancia,

ndo-0s em uma revisao literaria {Capitulo 3 desta tese).

Trabalhos relativos 2 pesqguisa de campo

No que se refere aos métodos ou técnicas para coleta de dados, na parte
- rabalho de campo, vimos como adequado para procedermos tanto a analise
ssiemologica em meio as atividades em sala de aula quanto a analise das
zriencias dos professores e alunos, a observagao participantie e a entrevista,
ando pois, para uma metodologia qualitativa que prioriza a pesguisa
icipante critica. Para chegarmos a esta opg¢ao, também consideramos nossa
20 e experiéncia prévia do contexto pratico {sala de aula de Calculo) sob

2=tudo. De acordo com Blumer (apud Haguette, 1990, p. 37) esta escoltha;

- Ik!lmamos de estudo histérico-epistemolégico por estarmos olhando para os modos pelos guais os
L e concejtos do Calculo sio historicamente tratados em refagdo 2 um  modelo epistemologico



Representa wm pré-requisito inevitdvel, 14 que ¢ esta visao que orientara a formulacdo de
1 -—as. @ escolha dos lipos de dados e a identificagdo das premissas que caracterizam o

W em estudo.

A observagao participante e as entrevistas nao foram escolhidas, portanto,
¢ simples meio de procedimento de coleta de dados, mas como uma maneira
2= =<tabelecer um “ir e vir" entre os fundamentos tedricos (inclusive © MTCS) e a
: -z a pratica de sala de aula, podendo repensar um em fungdo do outro,
s:—carando © que representa estarmos olhando desse ou de outro ponto de
" Devido a importancia que representa para esta pesquisa, essa parte de

«ssa nvestigacao tem a dedicacdo de um capitulo, o sexto.
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Capitulo 2

ABORDAGENS SOBRE TEORIAS DO CONHECIMENTO

-

INTRODUCAOD

a educagdo matematica em nivel de 3° grau, um ponto que

merece analise é o tratamento do Caicuio como objeto formal da

tematica, usualmente considerado pronto e pertinente para ser abordado e

priado pelos alunos, sem considerar como primordial, no processo de

tituicdo do pensamento diferencial e integral, a possibilidade da existéncia de

S distintos de produzir significado, dentro dos quais podera ser constituido

ecimento a partir do Calculo. Entretanto, como para nés esse processo é

rdial, propomos uma investigagcdo na qual enfatizamos esta produgio de

ficados e de conhecimentos.

Ao procedermos a essa investigagao, concepgdes como: de identificagoes, de

¢oes, de crencas, de certezas, de justificagfes, de produgado de objetos, de

ens, de sistemas simbolicos, de principios e propriedades, de enunciagdes, de

taculos e de limites epistemologicos, de verdade, de erro, entre outras, passaram

integrar  constantemente nossas fontes de pesquisa. 1ssO nos levou a

emologia, a té-la como uma ferramenta, a nos questionar quanto as suas linhas

nto a escolha de uma delas.

Assim, devido a contribui¢do que possa ter no entendimento e relacionamento

concepgdes acima citadas, bem como de nossas opgdes. ao dirigirmos a
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o a Epistemologia, resoivemos incluir um panorama sobre este enfoque.’

Além disso, ao considerar nossos dois aspectos centrais: conhecimento e

cado, devemos nos posicionar também destacadamente com relacdo a eles

modo que possibilite uma escolha de posigdes tedricas a respeito 0 mais

adamente possivel, inclusive ao nosso campo experiencial pedagogico.

Uma das finalidades de assim procedermos € trilhar um pouco do caminho

reflexdes e das posigdes epistemolédgicas assumidas a respeio de
imento. Qutra finalidade € a de promover uma discussao apropriada para

er o porqué da razdo da nossa defesa de certos argumentos e nogbes em

nto de outros a partir deste ponto basico que €& a constituigdo de

imento em nossa fundamentacao tedrica e metodoldgica.

ISTEMOLOGIA: UM PANORAMA DE SEUS ENFOQUES

Encontramos varias referéncias bibliograficas sobre Epistemologia, e a seguir

amos algumas gue parecem descrever mais propriamente alguns de seus

semanticos.

2.2.1 Em dicionarios: iéxicos, filosoficos e sociais

Pandu {1985, p. 321 e 404), Dicionario Global da Lingusa Portuguesa, diz que

logia, também chamada teoria do conhecimento ou epistemologia, € a parie

Slosofia que estuda os limites da faculdade humana de conhecimento e 0s

s de validade deste (do grego: gnosis + logos , episteme + l0gos).

eclusdo foi reforgada dentre as sugestdes feitas pelo professor Dr. Vicente M. Garnica.
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Mora (1886, p.216-218), em sua obra, Dicionaric de Filosofia, considera os
i 08 ghosiologia, epistemoiogia e teoria do conhecimento como sindnimos. Diz

. 2, o ] - e - =
Sue, durante algum tempo, usou-s& mais gnosiologia, mas que, a partir da influéncia

22 teratura anglo-saxonica, passou-se a preferir 0 uso do termo epistemologia.

A pagina 120, ele diz que epistemologia ou teoria do conhecimento & uma
sscphna filoséfica’ que trata sobre: descricao ou fenomenclogia do conhecimento:
scssibilidade do conhecimento; fundamentos do conhecimento; formas possiveis do

=nhecimento.

Japiassu & Marcondes {1981, p. 82-83), na obra Dicionaric Basico de
=losofia, iniciam dizendo que epistemoiogia (do grego. episteme - ciéncia, logos -
“=ona) € uma disciplina que tem a ciéncia como objeto de investigagao e tem por
soetivo estudar os problemas relacionados com © sujeito cognoscente e o objeto
Lanhecido.

Em suas palavras (p. 83):

Segundo os paises e 0s us0s. o conceito de “epistemologia” serve para designar,

seja uma teoria geral do conhecimento {(de natureza filoscfica). seja estudos mais

restrtos concementes a génese e 3 estnauragdo oas ciencias.

Citam tratados de epistemologia com titulos bem variados, procurando
Sestrar sua diversificacdo em termos de logica, filosofia do conhecimento,
“sociologia, psicologia e historia. Afirmam que o interesse central da Epistemologia €
| estudo do processo de formacgao e estruturacao do problema do crescimento dos

acimentos cientificos.
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Outhwaite et al. (1996, p. 125-129), autores do Dicionario do Pensamento
Social do século XX, tratam Epistemologia como teoria filoséfica do conhecimento
120 grego: episteme), que tem como algumas de suas questdes: o conhecimento &
2cssivel? Em caso positivo, seus objetos sao reais ou ideais? Sua fonte é a

=aperiéncia ou a razao? O conhecimento & unitario?

Falam sobre a sociologia do conhecimento: que investiga as interligagdes
&nre as categornias de pensamento, as reivindicagoes do conhecimento e a
=alidade social do pensamento, como uma nova possibilidade que a Filosofia

2recisa incluir a Epistemologia.

Abbagnano (1996, p. 227-228), em sua obra, Dicionario de Filosofia, diz que a
=ona do conhecimento € denominada por Epistemologia e menos freqientemente
por gnosiologia. Em alemao, o termo gnoseologie, cunhado por Baumgarten, teve
pouca aceitacao em relagdo ao termo erkenntnistheorie, usado pelo kantiano

=ainhold, a partir de 1789. Em inglés, praticamente so se usa o termo epistemology.

- mroduzido por J.F. Ferrier em 1854, Em francés, também se usa comumente o

wrmo gnoséology e raramente epistémologie. Em todas as linguas, nao significam
wma disciplina filosofica geral, mas nascem de pressupostos especificos a uma
wnna filosdfica. Por exemplo, cita esse autor que, de acordo com a forte corrente
\zeaiista, tratada por Berkeley e Fichte, a Epistemologia tem como tema especifico o
2studo da realidade das coisas, do “mundo externo” .’ ou seja , o estudo baseado em
wwestigar se a idéia (uma entidade mental que existe "dentro” da consciéncia)
sorresponde a uma realidade “externa” ou, caso ndo seja, se ha diferenga entre

cElas irreais e idéias reais.

© 0 @ro de as expressdes mundo externo e realidade externa serem escritas entre aspas (pelo autor),
sereditamos que € para chamar a atengdo do leitor para o fato de a filosofia idealista ndo incluir, neste mundo
s mencionado (represeniativo das “coisas”) e nesta realidade. o lado psiquico humano (o sujeito fisiolégico
¢ m=icoldgico, o eu, a consciéncia). Ja que o idealismo adota como ponto de partida o “sujeito” e a
“Sewesentacdo do mundo™.

= - e . e e = - e - o
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Refutando esta corrente ideaiista, cita a demonstragao de Kant da falta de
Sandamento do pressuposto de que o conhecimento € “interior” a consciéncia ou ao
sueito, e que a consciéncia ou o sujeito deve, portanto, sair fora de si para conhecer
2 objeto. A esse respeito, explica Bochensk (1975, p. 27) que Kant considera a

 *=alidade das coisas _ 0 mundo _ como “o resultado de urna sintese operada pelo sujeito
wmescendental ° a partir da massa informe das sensagbes’. Sua teoria sobre conhecimento

assa a ser circunscrita ao dominio de uma intuicdo sensivel.

Contribui, assim, para o surgimento de um outro veio de investigagdes
soistemologicas sobre os procedimentos e a linguagem do conhecimento cientifico,
' 2ue se caracteriza nas analises contemporaneas. Essas analises, contrarias a que o
wonhecimento seja uma forma ou categoria universal, voltam-se aos problemas de
valdez, aos procedimentos de investigagdo dos saberes cientificos {incluindo os

Anguisticos )} — entdo denominados ‘conjunto de conhecimentos cientificos”.

2.2.2 Em outras obras cientificas

Relacionada a essa questao do conhecimento cientifico, encontramos a obra
2e Bachelard (1971), intitulada A Epistemologia.* Ela é construida tendo por base os
sesenvolvimentos contemporaneos da histéria das ciéncias fisica e quimica,

meportadas as teorias filoséficas do crescimento do conhecimento cientifico.

0 termo transcedental. usado plenamente por Kant (dai sua filosofia ses denominada de transcendental),
“mica uma possibilidade ou uso a priori do conhecimento, ou seja. uso de algo que esta além da experiéncia. na
meonia condigio de possibilidade da experiéncia, como determinados conceitos € inluigdes usados na
eeriéncia. Assim, o sijeito iranscendental é o criador das relagdes que formam o que se entende por mundo,
wisado dicotomicamente como mundo empirico _ dos fendmenes _ e. mundo da coisa em si _ do numeno

Smauilo que ndo é objeto de nossa intuigdo sensivel {c¢f. Japiassu. 1991. p. 237, e também Bochenski. 1975, p.
»

" Zam obra de Bachelard € mais dedicada 2o tema epistemologia. contudo sua outra obra: “A formacdo do
emirito cientifico” {Bachelard, 1996) tambeém se faz no campo epistemoldgico. considerande primordiaimente
~ m obstaculos ao conhecimento cientifico.
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O autor inicia posicionando nosso conhecimento do real como uma nogao

wrificada pela experiéncia, de dois modos: pela visdo dos empiristas, na gual a
=xperiéncia vem da sensa¢ao; e pela visao dos idealistas, na qual a experiéncia é

wnforme, independente da razao.

Essa crenga na experiéncia, diz ele, é abalada pelas ciéncias fisicas e
Quimicas contemporaneas, que trazem novidades de um mundo desconhecido {dos
Zomos, da fisica infinitesimal) no qual era preciso dar maior importdncia &
arganizagao racional das experiéncias (as suas hipoteses cientificas). Invertem-se
25 papéis, rompe-se com o conhecimento vulgar {(comum). A captagdo imediata do
=3l passa a ser provisdria, nao confiavel, dependente do sentido dado pelas
seflexdes que vao direcionar os procedimentos. Os dados passam a ser resuliados.
£ epistemologia baseada no “principio da identidade” se torna entdoc uma

=oistemologia “discursiva” (op. cit., p. 18-19).

O conhecimento do real é luz que sempre projeta aigumas sombras. Nunca é
imediato e pleno. As revelagdes do real sdo recomrentes. [...] Diante do real aquilo que

cremos saber com clareza ofusca o que devemos saber {Bacheiard, 19986, p. 17-18)

Esse mesmo autor prossegue:

£ ass..f'm que, em todas as ciéncias rigorosas, um pensamento inquieto desconfia
das identidades mais ou menos aparentes e exige sem cessar mais precisdo e, por
conseguntte, mais ocasiGes de distinguir. Precisar, retificar, diversificar sdo tipos de
pensamento dindmico que fogem da cernteza da umdade, e que encontram nos sistemas

homogéneos mais obstaculos do que estimulos {op. cil., p.21).

Podemos notar, ndo sé em suas afirma¢des, mas tambem nas questdes que
‘==oca para reflexdo, a preocupagao do autor em centralizar a Epistemologia como

“m estudo do progresso do pensamento cientifico.’

| Tera o conceito de kmite do conhecimento clentifico um sentido absoiuto? Serg

mesmo possivel lragar as fronteiras do pensamento cientifico? Estaremos nos

== seus escritos, Bachelard (1971) considera o pensamento cientifico como o pensamento dos cientistas ou
. como podemos verificar 3 pagina 28.



27
e fﬁomﬁq&m sobre leoreas do conhectmendc

verdadeirarmnente encerrados num dominio objetivamente fechado? Serernos escravos
de urna razdo imutdvel? .. ] Eis muitas perguntas, maftiplas e conexas, que pdem em
jogo toda uma filosofia e que devern dar um interesse pnmordial ao estudo dos
progressos do pensamento cientifico (Bachelard. 1871, p. 23).

Na sec¢do |, desta sua obra sobre Epistemologia. onde fala sobre regido
oistemoldgica, relaciona diretamente as regides do saber cientifico como sendo
2quelas construidas na reflexdo, no conhecimento que se valorizou. Esse
tanhecimento ndo é mais o “conhecimento primeiro”, de primeira apreciagao, sujeito
- 2cs ocasionalismos subjetivos, mas um conhecimento elaborado (cientifico), ja
alcado a um “dominio racional de idgias” (op.cit., p. 35), por um encadeamento de razoes
auve exigem discussdes, métodos, estudo das relagdes dos fendmenos, abstragdes

s=flexivas.

Observa-se, nessa obra de Bachelard, a nogao de conhecimento como algo
27 evolugdao, em que um novo conhecimento e obtido em contraposicdo a um
conhecimento anterior. Sendo o conhecimento vulgar (ou comum) desprezado como

wm obstaculo ao conhecimento cientifico. Em suas palavras:

E necessario limar por todos os lados as limitagbes iniciais, reformar o
conhecimento ndo cientifico, gue entrava sempre ¢ conhecimento cientifico.” (op cit., p.
26). “[...] O racionalismo s6 tem de considerar o universo como tema de progresso
humano. em termos de progressc de conhecimento (op. cit., p. 34). [..] O espinto
cientifico sO pode constituir-se destruindo o espirto ndo cientifico (op. cit., p. 127).

Com essa convicgdo, percorre o que chama de Epistemologia da Fisica e
Ezsstemologia da Quimica, onde coloca questdes da Filosofia das Ciéncias junto a
sescobertas e a pensamentos cientificos (como a respeito da relatividade, da
=etricidade, dos corpusculos atdmicos, das substancias elementares da Quimica, da
socao de valéncia e de materia), sempre aliado a consideragao da experiéncia em
n=lacio a reflexdo sobre os valores do conhecimento (principalmente em respeito as

sorrentes racionalistas e empiristas).
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Sobre a ciéncia fisica moderna, diz que ha uma necessidade crescente de

2ue as experiéncias sejam cada vez mais aperfeicoadas para serem decisorias,
~ aorque sio elas que obrigam o fendmeno a mostrar sua estrutura. “A experéncia ja nao

& um ponto de partida. ji ndo é sequer um simples guia, ela é um fim’ {op .cit., p. 73).

Na secgdo |l, sobre as categorias principais da Epistemologia, destaca mais o
racionalismo, falando nas caracteristicas proprias que nomeia de “racionalismo integral”
‘ou integrante), “racionalismo dialético”, “racionalismo minimo” € “racionalismo aplicado”. Além
2sso, fala sobre materialismo técnico, em termos de seu papel primordial nos

zonhecimentos cientificos.

. conforme os instrumentos se vdo afinando, o seu produto cientifico fica cada
ver mais bem definido. O conhecimento torma-se objetivo na proporcao em que se toma

instrumental (op. cit., p. 147).

O Unico conhecimento que coloca & parte, como especial e fora do mundo
coetivo, € 0 matematico. Mas essa afirmativa encontramos especificamente em

owtra obra:

. 0 crescimento do espinto matemnatico € bem diferente do crescimento do
espirto cientifico em seu esforvo para compreender os fenomenos fisicos. {..] Logo,
nenhuma das teses que sustentamos neste livro se refere ao conhecimento matematico.

Tratam apenas do conhecimento do mundo objetivo (Bachelard, 1996, p.28).

Agui interrompemos para fazer um comentaric. Temos (segundo opiniao
=css3) em Bachelard uma “ciéncia’ equivalente a conhecimento valido (um género
entifico, superior do saber, em fusdo com instrumentalismo e tecnologia), na quali
Z=ixa transparecer um mundo cientifico imparcialmente envolvido com um mundo
satural independente, concentrado no conteudo especifico da Fisica, Quimica e
Matematica, ndo comprometido com qualquer interag@o social, ou com formulagées

smniingentes a determinados grupos ou a determinadas demandas sociais.

Ao se pronunciar sobre as condigfes psicologicas dos progressos das

Encias, Bachelard define obstaculos epistemologicos como sendo causas de
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i =magnacdo (de inercia) e mesmo de regressao que aparecem no ato de conhecer e que
“sodem ser estudadas no desenvolvimento histérico do pensamento cientifico” (Bachelard, 1971, p.
985 1996, p. 17). Essa definicao que foi usada como fundamento basico a varios
sutros trabalhos {(como os de G. Brousseau, G Glaeser, A. Sierpinska e B. Cornu),
[ - =xmde como sendo obstaculos epistemoldgicos a evolucdo do espinto cientifico. a
| 2xperiéncia inicial {conhecimentos imediatos), os argumentos realistas, o obstaculo

zumista e a libido.

Na secgao lll {de A Epistemologia) fala sobre a descontinuidade do progresso

- oentifico, que as vezes € confundida na falsa aparéncia continua da histéria da

' meéncia. Finaliza alegando que a histéria das ciéncias ndo pode ser empirica, tem
‘ e refletir sobre si mesma e, portanto, ser uma forma de “histéria do progresso das

Jcacdes racionais do saber” (op. cit. , p. 213).

Em resumo, Bachelard concebe Epistemologia como um estudo de teorias
Sasoficas do desenvolvimento crescente do conhecimento cientifico:® dentro de seu

=odo de produzir significados: partindo de uma evolugao do espinto cientifico.

Chisholm (1989, p. vii), em Theory of Knowledge, diz que os interesses
sontemporaneos sobre a natureza do conhecimento pertencem nac sé a parte da

I Slosofia chamada de “teoria do conhecimento” ou "Episternologia®, mas também ao

- zampo de teoria da informagéo, inteligéncia artificial e ciéncia cognitiva.

Assim, para ele, o problema do conhecimento extrapola a Epistemologia e

@mbeém a Filosofia. Todavia, admite a Epistemologia como uma parte da Filosofia:

A teoria do conhecimento. quando considerada como uma parte da Filosofia,
centra-se em questées como: "0 que podemos conhecer? Como podemos distinguir as

" Uom essa preocupacdo também trabalham epistemologicamente alguns dos filosofos que tratam do método das
1as e compartitham com Bachelard a idéia de que “proposicdes. regras e teorias ndo devem ser admitidus
o enquanto a utilidade cientifica das mesmas o justificar”. como F. Gonseth . R. Hainard ¢ H. Kdnig (cf.
pcemiski. p.122 e 265).
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coisas que eu estou justificado em acreditar das coisas que ndo estou justificado em
acredtar? £ como posso decidir se estou mais justfficado em acreditar em uma coisa ou

em outra?” (op.cit, p. 1).

Piaget (apud Battro, 1978, p. 85), no Dicionario terminolégico de Jean Piaget,

“... chamaremos ‘dominio epistemoldgico’ o das relacdes entre 0s conhecimentos e as

erentes formas possivess de realidades ...";

No seu entender, a_Epistemologia € teoria do conhecimento, valida (com

mermas de validade) e de natureza interdisciplinar. Posto que, em seus estudos e

acalhos coletivos neste dominio, defende teorias e métodos investigativos que
olvem, além da Filosofia e da Ldgica, diversas ciéncias humanas {como a
‘Swalogia, Psicologia e Linguistica) (cf. Piaget, 1973, p. 14).

Ademais, todo cientista, ele diz, tem seus problemas e questionamentos

s=lativos a sua propria area, assim como as metodologias e, portanto, ha uma fusao

2es seus estudos epistemoldgicos com a(s) ciéncia(s) que mais vivencia.

Sobre a histéria da Epistemologia, diz que pode ser separada em trés

seriodos: Epistemologia Metacientifica _ dos pensadores ocidentais do

==conalismo, que incluem estudos de problemas epistemologicos ligados as

arogrias invengdes e indagacgdes de cientistas contempordneos e também de
Ssofos em outros campos como a metafisica, ética e estética _; Epistemologia

acientifica _ de filésofos do século XIX e inicio do século XX, que aceitam a

wsténcia das ciéncias mas consideram seus resultados sempre limitados,

parando caracteres supracientificos (consciéncia como “intuicao’, “visdo do espirito’,

epcao imanente” € outros) para falar em conhecimento _; Epistemologia Cientifica

~_recentemente elaborada por epistemélogos que se limitam aos problemas relativos
& conhecimento cientifico, uma vez que muitos sao cientistas em outras areas de

.00 (cf. Vuyk, 1984, p. 44).
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Com este ultimo grupo, Piaget concorda que os métodos de verificagdo sao

entais para que o trabalho de investigagdo epistemolégica seja considerado

co. Porém, qualquer que seja o método utilizado, o trabalho deve ser sujeito a

as e verificagdes de outros investigadores. Além disso, ele postula o estudo

300 No conhecimento como um processo, € Nao como um estado.” Baseado

o, pleiteia uma Epistemologia Genetica.

O cardter proprio da epistemologia genética &, assim, procurar distinguir as raizes

das diversas vanedades de conhecimentos a partir de suas formas mais elementares, e

acompanhar seu desenvoivimento nos niveis ulteriores até, inclusive, o pensamento
cientifico (Piaget. 1980, p. 2).

Na introducdo de seu livro Epistemologia Geneética, diz que essa

ologia € naturalista, mas nao positivista ou mesmo idealista. uma vez que se

za ao estudo do crescimento dos conhecimentos, dando importancia a atividade

\ sujeito em interacdo com o objeto (que existe como um limite, sem ser

stamente alcangado). Ou, como diz em outro momento:

O pnncipio epistemologico é ... o de procurar determinar o papel do sujeito e do

objeto considerando-os, ndo por Si, mas no proprio processo do aumento de

conhecimentos (Piaget. apud Battro, 1978, p. 85).

A epistemologia genética, dentro de uma teoria construtivista, lidando com

as e processos, relaciona-se de perto com a |ogica. Uma estrutura nessa

2 €. de um modo geral, uma forma de organizagao de elementos (Que podem

» 2te cognitivos, como o pensamento) e que esta em constante mutagao enquanto

atingiu um estado mais estavel de equilibrio. Ou seja, uma estrutura & uma

ade (que Piaget por vezes chama de sistema) contendo elementos e relagoes

= 08 mesmos, que se transformam e auto-regulam (cf. Vuyk, 1984, p. 79).

Cada estrutura deve ser concebida como uma forma particutar de equilibrio, mais

ou menos estavel em seu campo restrito e que se toma instavel nos Iimites deste.

cemBecimento come um estado. Piaget entende o modo estatico com que a epistemologia classica concebe
scimento: como conhecimento ja adquirido, um fato (cf. Vuyk, 1984, p. 45),
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... as estruturas légicas conglituem ndo formas a prion, nem progutos da
experéncia dos objetos, nem das convengdes socials. mas formas de equilibno para os

quails tendem as coordenacdes intelectuals do sujeito (Piaget. apud Batiro, 1978, p. §8).

Piaget, ac ligar a Epistemologia Genética 4 Maternatica e a Ldgica, diz que as
wturas légico-matematicas sdo instrumentos na compreensdo entre a formacgéao
‘Iégica e a formalizagao 1dgica do pensamento. A l6gica determina normas de
yesdade e validacao no uso da razao, por isso reserva o termo légica para referir-se
anaiise formal do conhecimento. Porém, ele alerta para a existéncia de muitas
scas diferentes e de seus limites, sendo insuficientes como base do conhecimento

ano (cf. Piaget, 1990, p. 69-77).

De acordo com Vuyk (1984, p. 60), podemos resumir a descricdo da

sstemologia Genética em:

A epistemologia genetica & uma ciéncia interdisciplinar que estuda as condicdes
necessarias e suficientes que fazem possivel o conhecimento _ inciuindo o cenhecimento
animal e o humano (este desde o conhecimento do recém nascido até o cientifico) _,
assim como o desenvolvimento histonico do conhecimento desde um estado de validez

inferior a outros de validez supenor.

Nossas consideragdes a respeito de Epistemologia

Epistemologia @€ por nos entendida como sendo o conjunto das teorias de

ecimento.

Das vdrias concepgdes de Epistemologia, inclusive das que expusemos,

0s alguns pontos a considerar.

Primeiro, por fazer investigagdes a partir de temas (como: dominio real ou
:alidade, sujeito, objeto, principios que tornam possivel o saber, pensamento,
necimento e outros) que constam da Filosofia desde seus primordios e, pelo

ater da Filosofia enquanto ciéncia reflexiva e critica, & perfeitamente
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compreensivel que a Epistemologia seja quase sempre considerada uma parte da

Sllosofia, como podemos observar dentre os autores citados.

Este carater reflexivo presente na Epistemologia faz com que os métodos de
Zesquisa dos epistemdlogos, assim como dos filésofos, tenham muitas questdes que
nao sdo decididas por evidéncia cientifica cu experimentagao, quantitativamente, e
mesmo por provas, ao contrario de outras ciéncias, como a Matematica e a

-15ica.

Por exemplo, a base dos questionamentos pode estar em tomar este ou
2cuele pressuposto e, a partir deles, produzir significados para palavras ou
=xpressdes como “pensamento”, “estar consciente”, “verdade” ou “conhecimento’, €
a0, produzir uma analise das proposigbes e das respostas aos questionamentos

= a elas se relacionam.

Acreditamos que, nessas analises e nos modos de as fundamentar, é que se
sesenvolvem as principais diferengas e posigoes epistemoldgicas que produzem o

ne desta ou daquela Epistemologia.

Para Bachelard, por exempio, notamos que a preocupacgao centrou-se em
=anvolver uma Epistemologia da Filosofia e Historia da Ciéncia, usando analises
= fatos e dos discursos (inclusive em termos de poder, que sofrem e exercem)

ore aliados as experiéncias dentro da Fisica e da Quimica.

Nos escritos de Piaget, no entanto, podemos notar que a preocupagao esta
sesenvolver garantias e métodos de controle (o que faz junto a outras ciéncias,
Spalmente a Psicologia e a Logica®), como ele mesmo diz, que amenizem os
os de aceitagao entre respostas puramente filosoficas e respostas cientificas,

como pressuposto o ser bioldgico:

> Piaget (1980, p. 18). 2 Ldgica é entendida como “estudo das condicdes formais de verdade”. como
vestigagdo normativa de validade dedutiva e ndo de fato ou de experiéncia. A Epistemologia tem
nas condigdes do conhecimento valido, condigdes constitutivas e de acesso. Ao falar sobre verdade
= 1981, p. 64-66) diz que ha um abandono da idéia classica de verdade absoluta. No acordo entre verdade
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. O problema epsternoiogico tem. portanto, que ser formulado em lermos
Ziwogicos. 0 que € indispensavel na perspectiva de uma epistemologia genélica, pois a
SSICOgénese permanecera incompreensivel enquanto ndo se remontar até suas raizes
arganicas (Piaget, 1990, p. 54).

0 autor continua:

A epistemologia tende pois a integrar-se no proprio sistema das ciéncias. Mas ela
s0 poderd entdo tomar-se clentifica se precisar 0s seus proprios metodos e delfimitar os
seus problemas de manefra a poder tratd-los segundo os processos dedutivos ou

experimentais que condicionam a objetividade em geral (Piaget, 1980, p.62).

Nesse sentido, seus estudos sobre a génese das estruturas e dos conceitos
., bem como o usoc do meétodo clinico no estudo dos processos
ais de construgdo de conhecimento pela crianga, se adequam a seus
€ a seu pressuposto. Ao falar sobre a analise histérico epistemolégica de

30 das estruturas cognitivas, ele diz:

... 8@ a epistemologia genética retomou a questdo, foi com a dupla intengdo de

construir umn método capaz de formecer conlfroles e, sobretudo, de remortar as ongens,

partanto, a propnia génese dos conhecimentos, dos quais a epistemologia tradicional so
conhece 0% estados superiores. ou seja, certas resultantes [gnfos nossos| (Piaget. 1990,
p. 2).

Chishoim, por sua vez, tendo como pressuposto o conhecimento nédo-
20, analisa as afirmagdes, crengas e justificagdes, de um modo geral, nos
Fsos possiveis do cotidiano, sem procurar aliar-se a nenhuma outra disciplina
20 especifico; enquanto outros, como o socidlogo Bottomore, tém como
POsto 0 conhecimento como parte integrante cuitural, dentro de um meio
. Entao, ao falarem da Epistemologia, pleiteiam que a Filosofia deva incluir a

ologia uma Socioclogia do Conhecimento,

sequndo ponto relevante, que consideramos nas concepgdes de

ologia, € o modo de relacionar o sujeito (epistémico) e um objeto (de

2e. diz ele, a evolugdo cientifica moderna nos orienta a verdade absoluta através de verdades sucessivas.
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wonhecimento). Seja qual for & relacao entre os dois _ do objeto impondo suas

oropriedades ao sujeito, ou, do sueito agindo sobre o objeto _ ela subtende

2xisténcias proprias. posicao da qual divergimos. Conforme veremos com mais

detalhes nos fundamentos tedricos desta pesquisa (capitulo 3), consideramos os
cbjetos e as relagdes que o sujeito possa constituir, constantemente produzidos e,

oortanto, nao existentes a priori.

Piaget, por exemplo, também diverge parciaimente dessa relagdo em que o
sujeito age sobre o objeto, ou o objeto se impde aoc sujeito, pois, na sua
tpistemologia Genética (no seu modelo), embora 0 ser humano (bioldgico) no seu
sesenvolvimento tenha um processo de formag@o das estruturas intelectuais (da
nteligéncia) estas independem das estruturas dos objetos, através de suas
construgdes esquematicas aproximativas, uma vez que 0s objetos “representam um
smite jamais atingido” (Piaget, 1980.p. 108), OU S€ja, “o objeto total & constituido de objetos parciais
secortados pela atividade do sujetto’ ( Piaget, apud Battro. 1978, p. 173). A0 combinar o
sonstrutivismo com uma forma de realismo, na qual o sujeito interage com o objeto,

Siaget utiliza um movimento interacionista dialético® (por exemplo, os da assimilagao

2 da acomodagao), no qual o sujeito influencia o objeto ao mesmo tempo em que &

2ot este influenciado. '

A teora do conhecimento &, sem duavida, essencialmente, uma leoria da
adaptacdo do pensamento a realidade, mesmo se esta adaptagdo revela. no final das
confas. a existéncia de uma inextnncavel inferacdo entre sujeitos e objetos (Piaget.
1973, p. 30).

" O imteracionisme ¢ usado na denominacdo de teorias que utilizam relagoes de interacdo ov causalidade
setiproca entre elementos que a constituem: por exemplo. a relagio corpo e mente. sujeito € objeto, organismo ¢
=0 ambiente. ov mesmo, individuo e sociedade. Este assunto e outros tipos de interacionismo. podem ser
=eontrados em Outhwaite, Bottomore et al. (1996, p. 393-384).

0O termo imteracionista dialético é, em Piaget, devido 20 movimento dialetico estabelecido entre sujeito e
eeto;, uma circulagdo dialética de influéncias entre as estruturas do objeto {que so € conhecido pelas operagdes
mcxssivas que |he slo aplicavels pelo sujeito. como as de ~assimilacdo™ e “acomodacdo”) e do sujeito {cujas
suruturas se enriquecem a medida gue integram  as estruturas dos objetos). que juntos engendram novas
reanizagdes. permitindoe que haja uma “assimilagdo” reciproca e ndo uma “redugdo” em sentido unico de uma
srrutura para a outra {cf. Piaget. 1990, p. 108-112).

S Cf VUYK (1984, p. 76).
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Ainda segundo esse mesmo autor {op. cit., p. 8)

...partindo da zona de contato entre o proprio Corpo € as coisas, eles progredirao

entdo, cada vez mais. nas duas diregbes complementares do exterior ¢ do intefior, ¢ &
dessa gupla constiugdo progressiva que depende a elaboragao solidana do sujeflo e dos
objelos.

Em referéncia a esta relagao entre sujeito e objeto, Bachelard nos fala que, no

seculo XIX, acreditava-se que 3 ciéncia era real pelos seus objetos e hipotética
c=las relagdes entre eles, mas que houve uma inversao, 0s objetos passaram a ser
sepresentados por metaforas, a sua organizagéo por realidade. Acontece entdo uma
“ammazia da reflexdo sobre & percepgdc’, negando-se ao pensamento discursivo {e
wentifico) o conhecimento das coisas em si , que € apenas atribuido aos pensamentos
Stuitivos _ aqueles das primeiras observagdes |, que sdo superados pela razao
witica. Para se chegar a objetividade cientifica, diz ele. € necessario romper com o
styeto imediato, reformular o conhecimento nao cientifico (inicial) _ “o objeto ndo pode
s=r designado como um objetivo imediata” -, € preciso colocar-se em estado permanente de
wobilizagdo, no qual se substitui os saberes estaticos por um conhecimento aberto e
@namico (cf. Bachelard, 1971, p. 15-35 e p. 128).

Podemos notar, nas afirmacdes de Bachelard, além da existéncia dos objetos
sue. como ele diz: sao “representados por metaforas’, a busca de uma realidade ultima
. ealidade metafisica) através da “evolugdo dos conhecimentos cientificos”. SO €853

s=alidade ele considera objeto do saber.

O terceiro ponto € a questido de se posicionar entre aquisicdo e producio de

sonhecimento,’’ pois, se o sujeito e o objeto sao considerados elementos existentes
=5 constituigao de uma certa teoria ou modelo, como observamos no segundo ponto
2esiacado, o conhecimento se estabelece a medida que se relacionam sujeito e
ooeto e, entao, conhecimento pode ser visto como algo que se transmite por

comunica¢do, ou seja. o conhecimenio é adquirido. o sujeito adquire as

~ Referéncias a este assunto. junto a oulros enfoques, sdo estabelecidas por Baldino (1995), 2o abordar o tema
‘&= miegragio de disciplinas do ponto de vista epistemelogico.




37
o5 ﬂox(/aqan.a sobire leoxcas do conbecimends

iedades do objeto ou as relagbes de interagao entre eies.

Uma conseqiéncia imediata € que isso leva a diferen¢as cruciais em termos
2as relagGes de sala de auia: de se poder atribuir aos defeitos da comunicagio os
‘S=2cassos da aprendizagem. Ou ainda, de pleitear exposi¢cdes cada vez mais bem
radas dos assuntos a serem ensinados (facilitadoras da aguisicdo dos

sonhecimentos) como garantia sine qua non de ascensao da aprendizagem.

De outro modo esta a Epistemologia quando é relacionada a uma produ¢ao
2= conhecimento, na qual o sujeito, ao falar, constitui-se e produz seus significados,
soetos € conhecimentos. Nesse caso, a aprendizagem esta ligada nac a uma
Tansmissdo de conhecimentos. mas a producao de significados pelo sujeito das

Enunciagdes.

Uma vez mencionados os pontos que consideramos relevantes a respeito de
Soistemologia e tendo em vista os dois aspectos centrais _ conhecimento e
mgnificado _ ao examinarmos © ensino e a aprendizagem a partir do Caiculo,
seguiremos nossos propositos de ter um panorama de alguns enfoques literarios a

mespeito.

2.3 CONHECIMENTO: UM DISCURSO VARIADO

Vamos proceder analogamente ao que fizemos com Epistemologia: analisar
2e modo sucinto e localizado algumas concep¢des e pontos marcantes, antes de
2izer o que para nos & conhecimento dentro do modelo tedrico escolhido {Capitulo
3). Sabemos que, ac fazer isso, encontraremos grande intersegado com as falas
sobre Epistemologia, mas procuraremos evitar repetigdes e abranger também a

respeito de significado.
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2.3.1 Em dicionarios: léxicos, filosdficos e sociais

Consultando o dicionario (como também em textos ndo especializados e nas

falas), podemos observar que conhecimento é considerado um produto do ato de

conhecer ou, as vezes, de saber. Por exemplo, nas trés citacdes a seguir.

Em Ferreira {1984, p. 170) temos:. "CONHECIMENTO - 1. Ato ou efeito de conhecer. 2.

Ioéia, nogdo. 3. informagdo. noticia, ciéncia. 4. Pratica da vida, experiéncia...”

Em Pandu {1985, p. 217), temos. “CONHECIMENTO - Ato ou efeito de conhecer; idéia;

nogdo; informagao; ...".

Mora (1996, p. 117), diz que, em portugués, existem os termos conhecer e
saber que ora sdo usados indistintamente: “S sabe aleméc” ou “S conhece aleméo”
I e. ora de modo distinto: “S conhece Roma” e nao “S sabe Roma”. Logo apéds, afirma

a importancia da distingdo entre conhecer algo e saber se ha algo, ou se este algo

possul determinadas propriedades. Conclui que “conhecer por presenga direta”
{imediato, por contato) se expressa no esquema “S conhece M " (M representa algo)
e “conhecer por descricao” {indireto, mediato) se expressa nc esquema "S sabe que
o". Este ultimo caso de conhecer {saber) diz que € necessaria uma justificagéo, ou
seja, S esta justificado para afirmar p, embora possa a descrigdo ou justificativa nao
se referir a p (algo que diz conhecer), mas sem a autorizagdo dele, S, em dizer gue

conhece (sabe) p.

Ele diz que quase todas as posi¢des epistemologicas adotadas a resperto do

——

r:;onhecimento, tomando como ponto de partida o sujeito ou o objeto. tém em comum
conhecimento como algo resolvido (sem necessidade de se discutir o que €).
Principalmente dentre as correntes filoséficas que antecederam a era
contemporanea. Mais recentemente, diz, a teoria de conhecimento comegou a

admitir ndo ter “conhecimento como suposto, e a se perguntar o modo como se fundamenta”

foo.cit.. p. 125).

Japiassu (1881, p. 55) ndo se afasta muito da nogao de conhecimento como
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produto do ato de canhecer. Sugere conhecimento visto como: (i) uma fungao ou ato
da vida psiquica que torna um objeto presente aos sentidos ou a inteligéncia; (ii)

reterindo-se tanto & coisa conhecida como a0 Processo de conneces (SUDRING)

Por sua vez, Abbagnano (1996, p. 217-228) inicia dizendo que conhecimento
€ uma técnica de comprovagao” (Uso dos sentidos. instrumentos de calculo e outros),
um procedimento que torna possivel a descri¢cao, o calculo ou a previsdo de um
objeto, no qual por objeto se entende qualgquer entidade, fato, coisa. realidade ou

propriedade.

Com essa desigha¢ao impessoal de conhecimento, ele diferencia crenga de
conhecimento. Para ele, a crenca € o empenho para a verdade de uma nogao e ndo

orecisa ser comprovavel, enquanto conhecimento €& um procedimento de

comprovagao.

Segue dizendo que toda operagdo com respeito a conhecimento envoive um
objeta e pretensas relagdes pessoais com ele. Dos exames dessas operagdes
nascem as interpretagdes sobre conhecimento, dentro da Histéria e da Filosofia.
Cita as seguintes interpretagdes: 1. do procedimento de identidade ou semelhanc¢a

nasce a relagao de identidade ou semelhanca dos objetos de conhecimento com os

2lementos do objeto real. quando o conhecimento é entdc considerado como uma

wmagem do objeto; 2. da operagdo de apresentagdo do objeto nasce a relagdo de

wentificacéo pela representacdo. ™

© Essa  nocdo de subjetividade é entendida como sendo o que diz respeito ao pessoal. do sujeito. sua

_“maerioridade”, seus processos mentals, suas percepgdes sensitivas, Seu conscienie € inconsciente. suas

enperiéncias pessoais, seu conhecimento. A esfera subjetiva, as vezes, é chamada de psigquismo humano.

~ Para esse autor. dizer “ew canheco p” é. portanto. uma questdo de estar apto a um procedimento de descrigdo
e p. de calculo ou de previsio de p. Ele diz também que as inteprelagdes do que seja conhecimento sio
‘mecrpretagoes de relagdes entre tais procedimentos € o objeto. das quais surgem caracteristicas efetivas do objeto
= Abbagnano. 1996. p. 217). Estranhamente. para nés. ele parece confundir conhecimento com uma
samacidade cognitiva de agdio que permite produzir e exteriorizar um conhecimento.

* Este problema da represemacdo passa por varios modos. tais como: a represenia¢do do objeto ou de sua
mafureza No sujeito: a representagdo do ser na inteligéneia sob conceito universal: a represemacdo do objeto ao
w= ntencional, imanente do sujeito; a represemacdo das coisas (de um modo geral) peia linguagem. Esses
=wodos sdo refativos € cambiantes nas varias correntes filosoficas. Reteréncias a esse respeito podem ser
emcontradas em Vaz (1997, p. [56-173)).
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Assentadas nessa divisdo, e tambem em premissas filosdficas, Abbagnano

faz uma incurs@o historiografica sobre algumas concepcdes de conhecimento,

Seguindo em parte essa idéia e acrescentando afirmacdes de outros autores
a respeito, buscamos situar algumas das interpretacdes sobre conhecimento, quer

sejam filosoficas, histdricas, sociais ou mesmo epistemolégicas.

2.3.2 Em outras obras cientificas

Na Filosofia ocidental, o exame teve inicio com os pré-socraticos. Eles
expressavam o conhecimento como uma identificacdo. Empédocles diz: “o semelhante
conhece o semelhante”, “conhecemos a terra por tema e a agua por agua’. Do mesmo modo,

Heraclito afirma: "0 que se move conhece o que se move”.

Ainda na Grécia antiga, Platao {¢.428-348 a.C.), que foi discipulo de Socrates
2 Aristdteles (384-322 a.C.) que foi discipulo de Platdo. elaboraram teorias a
respeito “do que podemos saber”. Partiam da interpretagao de que “conhecer significa
fomar semethante o pensante do pensado’ , de tal modo que “o que existe absolutamente. é

absolutamente cognoscivel, no entanto o que ndo existe de modo algumn, é totaimente incognoscivel’
(Abbagnano, 1996, p. 217).

Para Sécrates e Platao, o verdadeiro conhecimento & inato, preexistente,
constituido por formas e nao por informagdes. Ou seja, reside na mente, esta 13" ao
nascer. Assim, acredita que nds nao "aprendemos”, mas sé “lembramos”. Dessa
farma, nao precisamos confiar nos sentidos para obter conhecimento do mundo. As
2ides (do grego: eidos - £180¢) sao0 os que nos permitem conhecer o mundo, sao
especies essenciais (no sentido de esséncia necessaria) unicas e dadas a intuicao
em uma multiplicidade de objetos, sao exemplares da natureza e as outras coisas se
parecem com elas, sao imagens delas. Poréem, nem todos 0S objetos tém eides
icomo 0s que carecem de valor, sdo despreziveis) e outros sao de existéncia

duvidosa (como o homem, o fogo e a agua). As classes dos objetos que se diz poder
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Ermar com certeza a existéncia sdo: (a) dos objetos matematicos (como igualdade,
uno e muitos); (b) dos valores (como o belo, o justo € o bem) (cf Parmenides, 132 d,
aoud Abbagnano, 1996, p. 633). °

Platao afirma que o mundo é dividido em “realidade” e “aparéncia” (o
aroblema que denominavam “o UM e os MUITOS"). Dividindo as informacdes que se
fem do mundo em conhecimento e opinido, sendo a opiniao resultante da
apresentagac dos objetos aos sentidos. podendo ter variagdes. Porém, conhecer &
“estabelecer em cada caso com 0 objeto uma relagdo de identidade, o mais proximo possivel da

oentidade” (Abbagnano, 1996 p. 218).

Platao também elege graus de conhecimento, sendo: (1) a suposigdo ou
conjectura; (2) a opiniao acreditada, mas nao verificada: (3) a razao cientifica que
' orocede por via de hipoteses {(como conhecimento cientifico propedéutico,
granoetico); (4) a inteligéncia filosofica que age dialeticamente (como conhecimento

wentifico filoséfico, intelectual).

Ele usa o termo “Formas” para as idéias'® de Beleza, Verdade e Justiga, as
2uais tém como objetos ou modelos existéncia independente do munde mental ou do
mwundo natural. O verdadeiro conhecimento significa um abandono do mundo dos
sentidos (mundus sensibilis) € uma busca, pela razao (no mundus intelligibilis), das Fonnas
universais até a apreensao do Bem _ a mais elevada de todas as formas do

conhecimento _.

Fica sabendo que o que transmite a verdade aos objelos cognosciveis e da ao
sujeito que conhece esse poder, € a idéia do Bem. Entende que & ela a causa do saber e

da verdade... (Platac 1993, p. 311).

~ Segundo nota do autor (Abbagnano, 1996, p.XIV), as citagdes referentes a Platdo sdo da edigdo de Bumnet.
xiord. 1899-1906.

~ Eacontramos o termo grego eidos, relacionado 4 “idea™. a ~“forma™ (como em Platdo). 4 “espécie” (citado em
Pamenides). S3do Tomas em sua Summa Theologiae. aos cuidados de P. Caramello. Turim, 1950, diz: “E{
weeming griego idea se dice en latin forma v por ideas se entende lus formas de algunas cosas, existentes fuera
s las cosas mismas™ [grifos nossos] (Abbagnano. 1996, p. 633).
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Falando sobre a classe do inteligivel. Platao diz: *no mais elevado, a inteligéncia, no
segundo, 0 emendimento; ao terceiro entrega a fé, e ao Uitimo a suposicdo ...". E posiciona-se
@zendo que chama de entendimento € nao de inteligéncia o modo de pensar dos
seometras e de outros cientistas, em que entendimento € algo intermediério entre a
soinido ("doxa™ _ que se funda nas aparéncias _) e a inteligéncia. A inteligéncia &
2agda (por exemplo) aos filosofos cujos coracgbes estdao voltados para o Ser
waerdadeiro de cada coisa (op. cit., p. 316 e 265).

Aristételes criticou a teoria das Formas de Platao, pois, enquanto para o
sequndo a realidade do mundo esta nas "Formas’ apreendidas pelo intelecto, para
Anstoteles, a realidade estd na matéria de que é feito o mundo. No Jugar do
“Wealismo platénico” sobre 0 que podemos saber do mundo, coloca-se na defesa da
=ateria e da forma pertencentes a este mundo, € nado a um mundo além deste (o das
Sormas). Para ele, a percep¢ao e a experiéncia dos sentidos sao a base do
sonhecimento cientifico e, embora continue a sustentar a necessidade da relagao de
Iieﬂtidade com o objeto, estes mesmos objetos, por serem compostos de mataria,

530 sujeitos a mudangas.

As idéias de Platao e Aristoteles integram-se a cultura ocidental antiga,
- sofatizadas pela idéia de razao e por principios religiosos. Os padres, em meio aos
s<tudos teoldgicos, empenhavam-se por responder a questdes filosdficas sobre a

‘=esténcia, a razao e a ciéncia.

Um dos notaveis. Agostinho de Hipona (534-430), € maniqueista (combina
Eementos do cristianismo aos do zoroastrismo) e acredita que apenas a razao nao é
suficiente, uma vez que tem limites. Introduz entao a razio aliada a fé. Ou seja,
‘acolando-se na fé (credo). afirma que a realidade ultima e a verdade ultima nao
‘sodem ser alcangadas através dos sentidos, sé com ajuda de Deus, através da alma
mmortal). Sobre conhecimento, diz que conhecimento confidvel é impossivel pela

2230,

Nessa questdo da razdo relacionada a conhecer, concentrado no natural e
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material em vez de no sobrenatural, destaca-se o principio de Descartes (1596-

2501, no qual a existéncia da idéia no pensamento nac diz nada a respeito da
=msténcia do objeto representado. Descartes acredita que as pessoas nascem com

oeas inatas, gue podem ser descobertas pela razéo.

Em seus principios racionalistas, defende que podemos alcangar o
sonnecimento pela razao sem precisar conftar nos sentidos, que podem nos
@&nganar. Trabalha na dicotomia entre mente (res cogitans - “coisa pensante”) e corpp
== extensa - ‘Coisa extensa’), considerando a existéncia da mente independente da
materia. Para ele, a razao _ faculdade de distinguir o verdadeiro do faiso _, embora fazendo
pavte do espirito, é distinta do mesmo. O espirito & mais amplo, e compreende outras

“=culdades como a memaria e a imaginagao.

Argumenta sobre a “duvida’, dizendo que talvez nunca pensemos sem nos
anarmos. Depois de p6r em duvida as informac¢des dos sentidos. da ciéncia e da
AMatematica, enuncia seu primeiro principio filoséfico:*H4 uma verdade, e uma dnica, que

sasfaz estas exigéncias, € que penso, e que . na medida em que penso, existo” (op.cit., p. 16).

Realmente, para ele as idéias inatas nos fornecem conhecimento de nés
mesmos, conhecimento de Deus e conhecimento da Matematica. Em 1637, na obra
2 Oiscurso do Método, tendo por finalidade mostrar o metodo de se obter a verdade
==s ciéncias, diz:

A unica dificuldade, para tormar o espirito senhor dos verdadeiros principios e o
capacitar para deles deduzir, a vonlade, todas as ciéncias, ¢ fornecer-the um metodo.
Chama-se mélodo & ordem que o0 pensamento deve sequir para chegar @ sabedoria ¢ em

conforridade com a qual ele pensa, uma vez que ai chegou (Descartes, 1993,
p.14).
De todo o ensino que teve, nos colégios e nas universidades, importa-lhe
=almente a Logica, a Analise geométrica e a Algebra. Donde diz ter exiraido as
‘muatro principais regras do seu meétodo.

(1) Nunca admitir alguma coisa como verdadeira, sem a conhecer
evidentemente como tal; isto & evilar cuidadosamente a precipitacdo e a prevengéo e




o xdargens wbre leorias do conkecemento

nNao aceftar nos seus juizos nada gue ndo houvesse 0casiao aiguma de a pdr em divida.

(2*) Dividir cada um dos problemas que examinasse em fantas panes quantas as

necessarias para meihor os resolver.

{3 Conduzir por ordem ©0s seus pensamemtos. partindo dos objetos mais
simples. para subir pouco a pouco. gradualmente, até o conhecimento dos mais
compostos. Supor também ordem entre 0$ gue nNdo se sucedemn naluralmente uns aos
OUtros.

{4®) fazer por toda parte enumeragtes tdo completas e revisdes (3o gerais gue

tivesse a certeza de nada omitir {0p. cit., p. 30).

Este seu metodo analitico consiste em decompor, em fragmentar o
. sensamento, a intuiggo {(as concepgdOes puras e distintas da mente) em
omponentes e ordena-las logicamente. Uma vez que, para ele, 0 unico caminho

zara o conhecimento certo da verdade € o da intuigao e da dedugao.

Usando esse metodo, tentou dar uma descricao precisa dos fendmenos
saturais em um sistema mecanico, inclusive em como as fungGes bioldgicas do

corpo podiam ser reduzidas a fungdes mecanicas.

Essa concepgao mecanicista da natureza tornou-se um paradigma da ciéncia

oor um periodo subseqliente.

As descobertas cientificas (com o uso de instrumentos como o telescépio)
2udaram a evidenciar, para os filésofos empiricos dos séculos XVH e XVIII, que
femos limites e deficiéncias e que, portanto, as informagoes (conceitos e teorias) que

~ emos por meio dos sentidos sao geraimente de carater duvidoso.

Nesta epoca, J. Locke (1632-1704), por exemplo, comega por rejeitar as
wélas inatas da doutrina cartesiana. de que o0s seres humanos nascem com

- conhecimento. Considera que todo conhecimento € obtido a partir de uma

~ 2xperiéncia, e que a mente € como uma folha em branco {(uma tabula rasa) que vai

sendo preenchida aos poucos. Para ele, uma idéia € uma imagem mental, uma
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s0¢ao, nunca as coisas mesmas. Divide o conhecimento em trés tipos: o sensivel (o
menos confiavel. pelo qual se conhece o mundo exterior), o demonsirativo (certo

como 0 € uma prova matematica), e o intuitivo {0 conhecimento seguro, absoluto, por

meio do qual se conhece © “eu”).

Por outro lado, D. Hume (1711-1776) defende urna filosofia empirista, voltada
oara aplicagdo de um metodo cientifico a um mundo mental. Ele afirma que nao
codemos saber nem sobre nds nem sobre o mundo. Que nosso conhecimento é
muito himitado e que a razao € uma idéia importante, mas que, por derivar de
impressoes da mente, € sujeita a capacidade de transpor, aumentar ou diminuir os

matenais postos para nos pelos sentidos e pela experiéncia.

Mas, assim como os demais fllosofos, continua a construir 0 conhecer como

uma operacao que tem por base identificar ou identificar-se a um objeto, que traz

consigo suas caracteriticas a priori’”’ _inatas e independentes de experiéncias _.

Kant (1724-1804) olha o mundo como o resuitado de uma sintese feita pelo
sujeito a partir dos principios imanentes {(possiveis deniro dos limites das
sxperiéncias possiveis) produzidos das sensacdes. O idealismo transcendental™
=antiano afirma que a existéncia dos objetos externos ndo & conhecivel peia

sercepgao imediata.

Temos entao uma subjetividade transcendental, na qual 0 sujeito {(com suas

relacdes transcendentais de formas possiveis a partir da experiéncia) da uma forma

- a um objeto ou substancia {a “coisa em si” ).

A expressdo a  priori ¢ aplicadz nas teorias de conhecimento para significar aleo gue n3o depende de

sxperiéneia, muitas vezes sendo admitida como sindnimo de propostgdo analitica {que n3o procede de
esperiéneia nem € um dado de experiéncia) em opesido 4 proposicio simérica {aquela que deriva de
speriéncia). Mas, para Kant, por exemplo. nem sempre o g priori € analitico, pois existem juizos sintéticos a
priori nas proposicdes universais ¢ necessanas das ciéncias {cf. Mora, 1996, p. 3).

* Kant denominou de franscendental o conhecimento que antecede a experiéncia (2 priori). mas nilo a todo
conhecimento a prion. mas aqueles pelos quais sabemos certas intuigdes ou conceites Gue s&o aplicados 2
£eTiéNCIa €. pOrianto. antecedem a experiéncia. Assim. para ele. podem ser transcendentais, por exemplo. a
Esiética ¢ a Logica. mas ndo a “coisa em si”, as inteigbes puras ou as idéias {cf. Abbagnano. 1996, p.1155).
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O conhecimento. referido a um objeto. € possivel como uma operagao de

' conexdo, denominada gperacdo de sintese por Kant. Essa sintese compde-se de

uma conexdo {ligacdo das idéias entre si) das representagbes do objeto e
concomitantemente uma conexao ao proprio objeto pela intuigdo. Ou seja, um
conhecimento compreende, além de um conceito do objeto, uma intuigao pela qual o

objeto € dado ("a coisa em si").

A nogao de conhecimento sofre pouca variagéo, até a Filosofia moderna. Com
Fichte (1762-1814), ainda temos a afirmagao de que o conhecer & uma operacio de

dentificacdo e pode apresentar-se sob trés formas: (@) a criagao do supeito a

respeito do objeto; (b) a consciéncia; (c) a linguagem.

Abbagnano (1996, p. 219-220) diz que, nessa época, o conceito (a) de
conhecer (supracitado) € tido como um processo de unificagdo do mundo objetivo
com o mundo subjetivo. Da como outro exempio a Filosofia de Hegel (1770-1831),
na qual a realidade & concebida como uma dialética da razao absoluta, em gue o
objetivo e 0 subjetivo estdo inseparaveis em um todo unico, sem prioridade de um

sobre o outro.

Hegel se ocupa em mostrar a sucessao das formas ou fenémenos da
consciéncia até chegar ao saber absoiuto, na chamada fenomenologia do espirito.
Para ele, a "1déia é a consciéncia que se realiza. gradualments, como unidade com o objeto” {OP.
cit., p. 219), e a “idéia Absoluta” & a plena verdade do ser, & a unido do conceito e

oa realidade do conceito. E essa unidade se faz através do conhecer.

Ja como expoente do conceito (b} conhecer como identificagcao sob a forma
de consciéncia _ cita o espiritualismo moderno. que “considera o conhecer como uma

"elagao interma da consciéncia’. Na afirmacao de Schopenhauer {1788-1860). “Nada pode

aunca sair de si para identificar-se imediatamente com coisas diferentes de s8I tudo o que ter
- conhecimento sequro, portanto. imediato, se encontra dentro de sua caonsciéncia” {op. cit., p. 220).

Por vezes, a consciéncia € interpretada como intuicdo . Intuigao dita, por

exemplo, por Bergson (1858-1941). “visdo direta do espinto por parte do espinto’. Para
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Sergson, a inteligéncia € a capacidade de criar e usar instrumentos, embora nao se
crente diretamente para as coisas e sim para as relagbes entre elas. A intuigao, ao
contrano da inteligéncia, ndo esta coordenada a matéria. A intuicdo mostra que nao

aoenas a vida ¢ a consciéncia, mas a verdadeira realidade & um devir,

Com Husser| (1858-1938), segundo Abbagnano, a consciéncia passa a ser
considerada  a percepcdo imanente, a esfera absoluta e necessaria. Conhecimento

s@ssa a outra interpretacac: como uma operacdo de transcendéncia. '’ na qual o

percebido e determinado pode ser expresso em proposicdes e, como enunciado,

Dode conservar-se.

Nessa passagem para conhecimento como uma operagéo de transcendéncia,

@ oroblema do conhecimento como uma questao de um objeto “externo”’, obtido
#raves de dados "internos’, se ameniza. Cede espaco a outros tipos de problemas,
@ outra disciplina _ a metodologia _, preocupada com a validez dos procedimentos e
oC exame do objete, nos diferentes campos nos guais se investiga. E, “ter
sonhecimento”, diz Abbagnano (1896, p. 227) , passa a significar uma possibiiidade
- 2e orestar atengao aos modos de ser, as operacdes ralizadas, as mediacfes de uma

weerpretacéo e de expressa-las através da linguagem.

Em termos de conhecer como uma operagao de identificacdo, sob a forma de
Whcuagem {conceito {¢), anteriormente mencionado), Abbagnano cita o positivismo
Boico e, em particular, Wittgenstein (1889-1951). “a proposigdo pode ser verdadeira cu
Sasa destfe que & uma imagem da reaiidade. [ ..} Deve existir algo idéntico na imagem ¢ no objeto
wmpeesentado, pare que possa ser sua imagem’ {Op. Cit,, p. 221). Temos uma relacao direta

& linguagem como uma forma de identificagao.

Certamente podemos observar, nessas correntes filosoficas citadas, exceto a

mma que ja envolve a representacgao pela linguagem diretamente, uma tendéncia

0 serno transcendéncia deve ser aqu interpretade como movimento intencional que leva a operar para além
s dos limites nos guais habitualmente se opera. quais sejam. entre o sujeito passivo € o objeto. diretamente.
U senhecimento passa entdo a ser entendido na atividade do sujeito. relacionado. por exemplo. a sua percepgao,
mmoreens3o € criagdo. Assim. a2 operaglo de ranscendéncia supera o excesso ontologice do sujeito € objeto da
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geral de conceber conhecimento como atividade cognitiva {intelectual), isolada em

relagéo a qualquer outro fator de atividade. Essa concepgdo € mudada por filésofos
e psicdlogos que consideram o campo do conhecimento interagindo com fatores
osicoldégicos (como Heidegger, Piaget e Vygotsky), sociais (como Vygotsky e

Foulcault) ou culturais (como Wittgenstein e Ayer).

Assim, nessa ampliagdo do campo de atuagado a respeito do problema do
conhecimento e da realidade, em meio as concepgdes filosdficas do século XiX,

temos uma corrente dominante, a Fenomenologia.

Segundo Mora (1896, p. 284), hoje se distinguem pelo menos trés especies
ce fenomenologia: a transcendental (centrada em Husseri), a exisfencial {de
 Heidegger, Sartre e Merieau-Ponty, entre outros) e a hermenéutica (de Maier,

Gadamer e Paul Ricouer, entre outros).

Entre elas, cbservamos, a seguir, as concepgdes que dizem respeito a

conhecimento.

A Fenomenologia, de um modo geral, admite o que & “dado” como uma
sorrespondéncia direta da consciéncia intencional, sendo, antes de uma filosofia do

ser. uma filosofia da esséncia.

Segundo Husserl, as esséncias sdo dadas a intui¢do, a qual se torna assim
um conjunto de apreensdes de unidades ideais significativas (universalidades),
compostas de expressdes e significagdes. "Estas {universalidades] ndo sdo conceitos
' Egcos nem ideias platonicas. As universalidades essenciais apreendidas fenomenologicamente séo

2= muitas classes” (Mora, 1996, p. 292).

Na captacdo dessa esséncia, os fenomendlogos reconhecem aspectos
=mocionais, ao colocarem o centro em atos intencionais. A intencionalidade, o

woltar-se para o mundo, € a consciéncia fenomenologica.

areracdo de identificagdo.
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Porém, a Fenomenologia visa ao dado (as coisas, o fenomeno) sem se
seeocupar se este dado é uma realidade ou uma aparéncia. Seu meétodo ndo €
sedutivo nem empirico (se opde ao empirismo), ndo explica mediante leis e nem

sane de principios; seu processo é de um esclarecimento gradual _ de etapa em

- #%apa, objetivando a uma reducaoc essencial _ mediante uma intuigdo da esséncia.

A fencmenclogia (..} ao descrever como 0 conhecimento do mundo se da
substituf fatos por fendmenos, reavivando-os. lematizando-os & compreendendo-0s a
mediga que Sao vivigos e conscienternente percebidos {Martins & Bicudo, 1589).

A respeito da redugdo eidética (que inclui a redugdo transcendental _na qual
Z consciéncia volta-se para si mesma, na mais pura intencionalidade, passando peia
“2ooché” _ estado de suspensdo do juizo, ou seja, estado no gqual o fenédmeno
maagado € posto em suspensao), na udltima reducdo, como residuo Uitimo, Husserl

‘@%rma: “nada mais resta do objeto além do que € dado ao sujeito” (Bochenski, 1975, p. 138).

O objeto do conbecimento ndo é so6 algo externo, mas um conjunto de

maracteristicas que emerge como constituinte definido no contexto das
mwestigagoes. "Conhecer 6, pois. fenomenologicamente falando. apreender O sujeito
zoreende o objeto, isto &€, o representa. Quando essa representagao € parcial, diz-se

e ele nado tem um conhecimento verdadeiro (cf. Mora, 1996, p. 120).

De acordo com Husser, retornar ao mundo pre-cientifico ou as coisas mesmas é

fr a0 encontro das origens do conhecimento, isto é. da génese da apreensdo fenomenal
da expenéncia vivida pelo sujeito: “a pecepgdo” (Aranha, apud. Bicudo & Esposito,
1897, p. 149).

Sucedendo as idéias de Husserl, encontramos M. Heidegger (1889-1978),
‘sonsiderado um fenomendlogo existencialista, que procura responder a questdo de
Zomo a existéncia dos atos da consciéncia {em suspensao na epoché) se relaciona

= existéncia dos objetos dos atos.

Ele parte de uma vivéncia existencial, numa prioridade da existéncia sobre a

essséncia. Abrange as questdes de conhecimento ao falar na abertura do Dasein (do
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alemao: existéncia; da (af] e sein (ser]}. O Dasein constitui-se PelQ “$er-nQ-Mude’,
é precisamente seu “ser-ai”. O Dasein @ iluminado por si, em seu carater aberio,
onde essa abertura n@o € o conhecimento, mas um existencial referente ao ser, que
fundamenta o conhecimento, baseado em trés elementos: 1. 0 sentimento da situagao
onginal (0 sentimento bruto, um estado de alma); 2. a compreensdo (8 captacao do
‘poder-ser’, uma estruturagdc do tipo projeto); 3. a discursividade _ Rede _ (O

fundamento da lingagem, a articula¢ao linglistica significativa do ser-no-mundo,

incluindo o ouvir e o calar).

Heidgger, na elaboragdo de suas filoséficas questdes acerca do sentido do
ser (o ente que somos, o ser-ai, o Dasein), considera imprescindivel a qualguer ato
consciente (inclusive o conhecer) ¢ {ranscender, o ultrapassar ao existente e, para

tal, a liberdade é o fundamento.

£ como todo sentido. portanto. todo fundamento, provem do Daisen, resulta que
a liberdade é o fundamento dltimo de toda inteligibilidade: a liberdade é o fundamento do

fundarmento, parece ser a Uitima palavra da filosofia de Hidegger (Bochenski, 1975,
p. 165).

Por outro lado, na Fenomenologia Existencial de Jean-Paul Sartre (1905-
1980), na sua forma de realismo extremado, temos o ser humano como dado (o
‘para-si’, a realidade dada em pessoa), em que ¢ homem & um ente que quer
- converter-se num em-si-para-si, ou seja, em Deus que, sendo um em-si-para-si, e
uma contradigao. Mas como tudo que €, é um em-si (0 percebido, que nunca se
.termina de explorar, o impossivel, porque o possivel ndo €), "0 homem é uma paixdo inutit”

(op.cit., p. 170),

S existem fendmenos, e ainda que o ser do fendmeno coexista com ele, é
uma existéncia fenoménica _ so existimos enquanto nos manifestamos _. Sartre diz

aue o conhecimento ndo € uma propriedade ou funcdo do sujeito ja existente. Pois

.. tudo o que esta em relagdo com o conhecimento, portanto, com a verdade. ¢ puramente humano.

_.e o conhecimento um nada“ (op.cit., p. 171). Ele afirma ser a vida humana (de um modo

geral, tudo o que a ela diz respeito) como um absurdo absoluto.
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l[dentificando-se também ao movimento existencialista, temos o filésofo e
msicologo Jean J. M. Merleau-Ponty (1508-1961), que dedica parte substancial de
seus estudos a linguagem, 3 expressio e a percepcdo do ser humano na sua
msercdo de “estar-no-mundo”. Para ele o pensamento deve estar desperto para a
aareciagao da percepgdo do mundo. Essa percepgdo acontece do seguinte modo: “o
sar se dirige ao mundo, estrutura-o. capta-o primeiramente em um nivel pré-reflexivo.” (Martins &
Socha, apud. Bicudo & Esposito, 1997, p. 53). A reflexao, o conhecimento reflexivo,

=m este pré-reflexivo como seu fundamento.

Dasse modo, Merieau-Fonty vem afinnar que o conhecimento humano se da com
um pensar que ndo se difige ac mundo como um cobjeto em si ou COMo uMma IMpressao
que se possa ter dele. “cogrtar” é um ato de apropriagdo dos significados do mundo, de
suas estruturas ou de arranjos espontaneos de suas partes. (Aranha, apud. Bicudo &
Esposito, 1997, p. 153).

A Fenomenologia Hermenéutica, também conhecida como “a arfe da
serpretacdo”, torna-se, para Gadamer, um meio de compreensao das ciéncias do
=spinto (aquelas que mostram as diferentes formas e fendmenos da consciéncia,
. Duscando o saber absoluto) e da histéria. Por isso, “ a hermenéutica ¢ o exame de
sonowdes em que ocorre a compreensdo’ (Mora, 1996, p. 333). Baseada nas relagdes, a

compreensdo se manifesta atraves das tradigdes, mediante a linguagem.

Paul Ricoeur segue desenvolvende essa vertente linguistica da
Ssnomenologia, valorizando a andlise dos simbolos e da propria linguagem na

merpretacdo. Para ele, a compreensao acontece por meio de alguma interpretacao.

Alguns fenomendlogos falam de espécies de _saber, em vez de falarem

@wretamente em conhecimento. Por exemplo, M. Scheler (1874-1928) diz que a
Inmeira espécie € o saber indutivo _ das ciéncias positivas, cujo objeto é a realidade _
. 3 segunda € O saber da estrutura essencial _ com abstragao da presenca real das

zosas e de todo posicionamento do sujeito pensante, cujo objeto € o apriori (as
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dnosicdes e unidades ideais dadas)® , a terceira é o saber metafisico _ Uniao dos
s=suitados das ciéncias positivas com a filosofia da esséncia _ {cf. Scheler, apud.

xchenski, 1975, p. 141).

Scheler & um dos pioneiros no tratamento dos processos e estruturas sociais
se inter-relacionam com a constituigdo de conhecimento. Segundo Outhwaine,
= al. {1996, p. 746), foi ele quem usou pela primeira vez o termo Wissenssozioiogie
ciclogia do conhecimento) e a determinou a identificag@o de “fatores reais”
adicionantes do pensamento e explicativos das mudangas social e cuitural, que

“nciuem o conhecimento.

0O estruturalismo, como meétodo de indagacao, influenciou varios campos: da
adistica {por exemplo, com: F. Saussure, R. Barthes, R Jakobson, NS
petzkoy e Z Harris), da Arqueologia e Antiopologia {por exempio, com M.
ault, M. Godelier e C. Lévi-Strauss), da Filosofia (por exemplo, com L. Althusser
J Lacan), da Matematica {por exemplo, com o Grupo Bourbaki. J. Delsart, J.
donné e A Weil), e da Psicologia {por exemplo, os da Gestalt. K. Koftka, W.
sler, e J. Piaget), uma vez que existem sistemas estruturais’’ de classes diversas:
temas de classe social, sistemas de relagbes familiares, sistemas de linguagem e

os que inflyenciaram tambem guestdes como o do conhecimento.

Desde a década de 30, temos os chamados estudos estruturalistas que, de
modo geral, consistem “em fevar a efeito transformacdes que posstbiltam a passagem de
2 estruture a outra mediante mudanga em Seus elementos que ndo alteram o sistemna estrutural’

lora, 1996, p. 239). Por esfrutura se entende um sistema_ou conjunto de sistemas.

— 1) & priori afirmado por Scheler é ampliado em termos do que ele denomina apriorisme emocional. dizendo
= 0 g priori de Kant confunde-se com o racional por desconsiderar um a priori da “logica do coragio”, da
emotiva do espirito {cf. Bochenski. 1575, p. 142).

Segundo Foucault, para se tornar viavel o estabelecimento das identidades e diferengas entre as coisas. fazem-
wamparagdes de semelhangas entre elas e um conjunto finito ¢ limitado de tragos escolhidos, estudando-se as
mstincias e as variagdes. A esse procedimento designa sistema. O sisiema ¢ relativo: pode funcionar com a
wsdo que se deseje”, escolhe-se o cardrer _ sisterna de varidveis _ em fun¢do da minucia da classificagdo
se quer {cf. Foucault. 1995a. p. 154-156).
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Na corrente do estruturalismo, proeminente nas décadas de 60 e 70,

zestacamos algumas concepg¢des de Foucault e de Piaget, que dizem respeito aos

seus respectivos enunciados, a partir da nogao de conhecimento,

Foucault (1926-1984) estabelece limites para um conjunto de disciplinas que

pcdemos nomear por historia das idéias, das ciéncias, do pensamento, dos

conhecimentos, dos conceitos ou da consciéncia, através de seu modo de analisar

as formagdes e transformagdes efetuadas pelo proprio discurso existente na

sociedade; negando qualquer tipo de ingenuidade (econdmica, politica, idealista ou

cuitural) concernente ao processo de produgao dessas disciplinas. Em termos

gerais, ele procura mostrar como a sociologia estrutural esclarece a articulacao

entre 0 contexto politico e a produgdo dos discursos cientificos. Uma sociologia

~ estrutural implacavel e secreta , na qual o homem é produto, “é agido”. (Ferri, 1972,
c. 83).

Esse agir se faz pelos codigos fundamentais de uma cultura (linguagem,

fecnica, valores, hierarquia das praticas) nas quais e pelas quais se da uma espécie

de fusao com a ordem? das teorias cientificas.

Em seus escritos, Foucauit denota saber e conhecer como nogées similares:

“zonhecer e falar consistem em analisar a simultaneidade da represeriagao (.. € num mesmo

 sovimento gue o espinto fala e conhece .." @ 10go a baixo, na mesma pagina:

Saber é falar como se deve e como prescreve o procedimento certo do espinto:

falar é saber como se pode e sequndo o modelo que impdem aqueles com quem se

partiiha o nascimento (Foucault, 1998a, p. 102).

As vezes, porém, o saber aparece como um “todo” definido. especifico (saber

- matematico, saber historico, saber das ciéncias humanas, saber das pessoas, entre

autros saberes) do qual o conhecimento (“algo” que se conhece de modo cientifico,

sistematico, empirico, ou de outros modos) faz parte:

= Por ordem. Foucault designa uma rede secreta segundo a qual as coisas se relacionam umas as outras através
g urna atengdo, de uma linguagem.
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Os conhecimentos atravessaram de ponta a ponta um ‘espago de saber que

havia sido disposto de uma s6 vez . . {op. ¢it., p. 80).

. no saber classico o conhecimento dos ingdividuos empiricos s6 pode ser

adquirido socbre o gquadro continuo, ordenadc e universal de todas as diferengas

possiveis. {op. ¢it., p. 158).

Todo conhecimento. seja ele cientifico ou ideoidgico. s6 pode existir a partir de

condicées politicas que s8¢ as condigoes para que se formem tanto ¢ sufeito quanic os

dominios de saber {Foucault, 1985b, p.XXl).

...saberes ingénuocs, hierargquicamente infericres, saberes abaixo do nivel

requerido de conhecimento ou de cientificidade. {op. cit, p. 17Q).

Para Foucault, a pesquisa scbre conhecimento centra-se nao no sujeito do
conhecimento, mas nas relagdes de poder que o constituemn, envolvendo tipes de

zcnhecimento e de saber.

£ preciso se livrar do sujefto constituinte, livrar-se do proprio sujeito, isto e,
chegar a uma analise que possa dar conta da constituigdo do sujeito na trama historica. £
isto que eu chamana de genealogia, isto é, uma forma de histdna que dé conta da

constituicdo dos saberes, dos discursos, dos dominios de objeto, elc., sem ler que se

referir a um sujetto {Foucault, 1895b, p. 7).

Piaget (1896-1980), comoc observamos anteriormente, ao falar de
=pistemologia genética, dispensa especial atencdo, em suas pesquisas, ao que
senomina “primérdios do conhecimento’. Ao estudar a ‘“construgdo continua dos
conhecimentos’, inicia desde as fases psicogenéticas mais elementares, no campo da

Ssicologia Infantil e da Biologia.

Para ele, o sujeito {uma juncao de sujeito psicologico e sujeito epistémico)®

mterage continuamente com o objeto e com ¢ mundo fisico, nao implicando, no

= Referéncias a essas denominagoes foram feitas, quando tecemos consideracios sobre a Epistemologia.
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antanto, que conhe¢a o mundo tal como é.

...0 conhecimento nao proceds, em suas ongens, nem de um sujelfo cognoscente
de si mesmo nem de objetos j& constiuidos (do ponto de vista do sueio) que se the
imporiam: resuftaria de interagbes que se produzemn a meio caminhc entre sufeito e
objeto, e que dependem, portanto, dos dois ao mesmo tempo [...} o problema inicial do
conhecimento sera, portanto, o de construir tais mediadores. partindo da zona de contafo

entre o proprio corpo e as coisas (Piaget, 1990, p. 8).

No desenvolvimento de qualquer conhecimento, diz que existem dois
aspectos: “saber fazer” e “saber por qué”. Os procedimentos do sujeito (a maneira
com gque resolve seus problemas) leva ao “"saber fazer” algo, e faz parte das
znvidades do sujeito psicoldgico, e esses procedimentos estdo sempre relacionados
l com as estruturas® do sujeito epistémico, dirigidas a compreensdo, a “saber por
auwe”. Os elementos que constituem as estruturas cognitivas®™ sédo percepgdes,
recordacdes, associagbes, conceitos, operagoes, objetos ou mesmo outras
astruturas. As estruturas n3o sdo estaticas, elas se reconstroem ou se transformam,
T3 estrutura cognitiva de um nivel anterior de desenvolvimento se transforma em

wma subestrutura na estrutura de nivel superior.

O desenvolvimento de conhecimento no ser humano, sequndo Piaget, inicia

wua construgdo progressiva das estruturas pela acdo. Qu seja. o instrumento de

¥oca inicial, entre sujeito € objeto, ndo € a percep¢ao, mas a acdo, de modo que

B35 percepgdo conrere significacdes da agdo aos efementos percediaos.

As relagbes entre as acdes do sujeito e a realidade® sobre a qual atua, estao

 RBeferéncias a estruturas foram feitas anteriormente, ao falarmos da Epistemologia Genética.

.~ Estrutura cognitiva, para Piaget. & ~o sistema das conexées que o individuo pode ¢ deve utilizar e gue ndo se
i absolutamente ao contelido de seu pensamento consciente, pois é o gue the impoe certas formas mais que
smray. e iSso segundo nmiveis sucessivos de desenvolvimento cuia fonte inconsciente remonta até as
'-rd?nacaes nervasas e orgdnicas’” (Piaget, 1978. p. 227). Por isso. ele postula a “tomada de consciéncia”. a
 messapen dos elementos de um plano inconsciente {inferior) para um plano superior consciente, permitindo
weepassar contradigdes existentes,

- " Bealidade, para Piaget. tem uma génese biologica: é composta de um organismo (sujeito mental) ¢ de um
msomo (objeto). A realidade existe. ¢ como tal n3o pode ser conhecida pelo sujeito, pois quanto mais este
‘wacca na diregdo de querer compreender os objetos. mais complexos estes se tomam (o que Piaget coloca camo
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dentro do estudo de contradigbes {dialéticas construtivistas) que Piaget adota. Uma

vez que, para ele, a adaptacdo do sujeito a realidade estd conjuntamente ligada a
atuacdo de nossas percepgdes e nogoes (que vamos produzindo) dos aspectos da
realidade, e estas, por sua vez, ao se relacionarem, sdo sujeitas a constantes
contradigdes (afirmagdes e negagdes, por perturbagdes ou lacunas do tipo: fatos
contrarios as previsdes, auséncia de um objeto ou de um conhecimento numa

situagao em que s@o necessarios, objetos inassimilavels e outras).

Esta auséncia de adaptacao reciproca {equilibrio) entre fatores positivos e
negativos leva as contradigcdes. Em meio a essas contradigbes e consequentes
“equilibrios-desequilibrios-equilibrios” das  estruturas, desenvolvem-se 0s

conhecimentos.

... Uma das fontes 0o progresso no desenvolvimento dos conhecimentos deve ser

procurada nos desequilibnos como tais, que por si 86s obrigam um sujeito a ultrapassar
seu estado atual e procurar o que quer que seja em em direcoes novas. [...] sdo estes
desequillbrios que constituem o movel da pesquisa, pois sem efes o conhecimento

permaneceria estatico (Piaget, 19786, p. 18-19).

Piaget, desenvolve a no¢do de equilibracdo das estruturas cognitivas como
parte importante em sua teoria de conhecimento. Equilibragac € um processo central
2ue conduz a certos estados de equilibrio cognitivo, “capazes de construir e manter uma
croem funicional ¢ estrutural num sisterna aberto [em que ha trocas com o meio]” Gl {op. cit., p. 12).
= portanto, uma agado conservadora que nao preserva a estrutura total ou

subestruturas em um estado final, mas em um novo ponto de partida.

Todo equilibrio cognitivo esta baseado em duas fungées *® a assimilacio e a

= afastamento do objeto em relagdo ao sujeito). Os objetos sdo limites jamais atingidos. sempre sujeitos a
=adificagdes. Como o sujeito é tanto um organismo quanto fonte de agdes materiais. ele € em si mesmo um
wmeto da realidade. Assim a realidade consiste no mundo material e nos sujeitos (cf. Vuyk. 1984 p. 74-75).

= 0 que esta entre colchetes foi complemento nosso, relativo a outras afirmagdes de Piaget.

* Funcdo denota a atividade proveniente do funcionamento de uma subestrutura sobre a estrutura total do
arganismo. Elas sfo invanantes durante toda a vida do organismo. Exemplos: fungdo respiratéria (ou a
meepiragdo), tungio cognoscitiva.
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acomodacgdo. Em geral, a assimilagdo consiste em incorporacao de um elemento em
um sistema ja existente, que pode ser de modo fisiolégico (pelo organismo) ou de
modo cognitivo {pela integracado de um objeto aos essquemas)ZEI ou de ambos os
modos. J4 a acomodacdo € uma modificagdo do sistema mediante uma assimilacao
de elementos. Como diz Piaget, todo esquema assimilatério tem que se acomodar

30s esquemas que assimila.

No intuito de analisar o processo de formagdo das estruturas intelectuais,
nabituado como bidlogo as classificagbes, Piaget trabalha, principalmente, em
iermos de dados experimentais, com uma forma de organizagéo da atividade mental
em estagios desde o nascimento da crianga até a idade adulta. S30 ao todo trés
estagios: o primeiro (do nascimento até cerca de 2 anos) _ sensorio-motor _ que
subdivide em dois sub-estagios de pensamento pré-operacional; o segundo
‘aproximadamente de 2 anos até a adolescéncia) _ operag¢des logico-concretas
Sue também subdivide em dois subestagios (de 2 a 7 anos _ preparagdo para as
coeragbes logico-concretas _ e de 7 anos até a adolescéncia _ das operagbes
Wogico-concretas), e o terceiro (da adolescéncia até a idade adulta) _ /égica formal .
Slaget, diz que essas sdo etapas cujo alcance pode variar em relagéo as idades,
Tas nao em termos de ordem e sucessao. Ha, segundo ele, uma hierarquia de
estruturas, na qual o papel do tempo & importante, embora nao cronologicamente

fixo.

De cada um dos estagios, procuraremos abreviar o que ele diz a respeito

—ais diretamente do conhecimento.

No periodo sensorio-motor “existe uma intefigéncia antes da linquagem, mas néo existe

 sensamento antes da finguagen ° (Piaget. 1978, p. 216). Pensar é, por exemplo,

~ Sezundo Piaget: “Um esquema é um modo de reacdes susceptiveis de se reproduzir e suscepliveis.
socretudo, de ser generalizadas.{...] O esquema de uma agdo é. por definicdo. o conjunto estruturgdo dos
caraieres generalizdvels desta agdo. isto €, dos que permitem repelir a mesma acde ou aplicd-la a novos
comendos” [grifos nossos)] (Piaget. apud Battro, 1978, p. 92).

* Piaget faz a seguinte distingdio entre inteligéncia e pensamento: a inteligéncia nio é acessivel de modo
imediato como o pensamento, €la € a coordenagio necessaria para se atingir um fim ou solucionar um problema.
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wassificar, ordenar, correlacionar ou dissociar, que sac operagdes que primeirc
cevem ser executadas em agdes, para depois tomarem parte do pensamento. Ainda
nesse periodo, a crianga (perto de 2 anos) é capaz de representar uma coisa por
~eio de outra _ fungao simbdlica _, por exemplo, através da linguagem ou de
simbolos individuais (como os gestos). Ha um comego de imagens mentais ou de

imitagoes que sao interiorizadas.

Em nivel de operagdes logico-concretas, a crianga se torna capaz de operar
om uma certa logica {de classes, relagfes e numeros) e de operar com
reversibilidade (invertendo as operagdes). Assim, também ja sdo possiveis a
sassificacao (inclusao de uma subclasse em sua classe) e a seriagao (ordenacgao de

2lementos seguindo uma mesma relagao).

Em nivel de operagdes formais, segundo Piaget. a pessoa é capaz de
raciocinar e deduzir com uma légica, sobre proposigtes ou hipoteses e combinara
sferentes agrupamentos através da reversibilidade ampliada (inversao,

seziprocidade, correlatividade e identidade).

Piaget disse ter encontrado, em seus estudos e experiéncias, variagdes na
welocidade e duragao de cada estagio de desenvolvimento e diz ser devido a quatro
faores de desenvolvimento intelectual: hereditariedade (maturagac interna),
swperiéncia fisica (acdo sobre os objetos), transmissao social {fator educativo) e

suilibragao (fator fundamental, que deve intervir inciusive entre os outros fatores).

Em qualquer dos estagios, ele diz que existem dois modos de se adguirnr
sonhecimentos em fungdo da experiéncia: pela percepgao (conhecimento imediato
"m realidade), ou pelas ligagdes sucessivas (fungdo do tempo e das repeticdes
obetivas) (op. cit., p. 259).

Embora fale de conhecimento de um modo geral: "O ponto de partids do

mehecimento esta constituido pelas agdes do sujeito sobre o real [..] conhecer é progduzir um

) pensamento € uma interiorizacdo da inteligéncia através de um simbolismo e nio de uma agdo direta {cf.
Faxget. 1978, p. 216).
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ocensamento, de modo a reconstruir ¢ modo de produgdo dos fendmenos’ (Piaget. apud Battro, 1978,
p. 80), OU MESMO. “ ..o conhecimento constitui sempre um processo ... (Plaget. 1973, p. 27), as
glaboragbes de Piaget sobre a nocdo de conhecimento centram-se {conforme ele

mesmo determina)’’ em estudos relativos ao desenvolvimento do crescimento dos

coenhecimentos.

Fala em tipos de conhecimento. conhecimento copia _ “um modelo de conhecimento
segundo o qual a operagao constituira a2 simples imagem de transformacdes extenores dadas ou ja
realizadas...”, conhecimento assimilacdo _ “modelo de conhecimento segundo o qual a operagdo ¢
um ato que se adguire em fungdo da coordeangdo propna das agdes do sufetto, porgue essa
coordenagdo. comge lal, implica ja algum elemento de transformagéo no sentido idgico-matematice do

iermo”; conhecimento fisico! “..ndo é devido nem apenas & experiéncia exteror nem apenas &

experiéncia intema, mas a uma unido necessarna entre as estruturas logico-matematicas nascidas da

coordenagdo das agdes e o5 dados expenmentais assimitados a glas’, conhecimento inconsciente:

“as reflexos e a propria morfologia dos Orgdos aos quals estdo ligados constituem uma espécie de
conhecimento antecipado do meio exteror, conhecimento inconsciente e matenal. é verdads, mas
ndispensavel ao desenvolvimento ulterior do conhecimento efetive” {op.cit.,, p. 80-81). Aqui é
valido, além de uma confirmagao a respeito da concentracdo de Piaget no processo
se evolucdo dos conhecimentos, um realce para o fato de ele considerar

conhecimento também em termos de um processo mental inconsciente.

Conne (1992), baseada na teoria piagetiana, escreve a panir de uma vertente

referente ao tema saber e conhecer e 3 transposicao didatica,” na qual enfatiza a

importancia de se compreender as relagdes entre o conhecimento e a didatica, numa

" Conforme consta na introdugao da obra A4 Epistemologia Genética {Piaget. 1980. p. V1) ¢ em Puicologia ¢
Eristemologia (Piaget. 1973, p. 7-10). Piaget defende que 2 Filosofia ndo annge um “saber™ com garantas ¢
=aodos de controle caracteristicos de um conhechmento, e que até entdo conheciment(o € visto seb um conjunto
samplexo de fatores que € determinado em razio de considerd-lo como um “fato”. um “estado”™. enquanto, para
=i, “conhecimento € sempre vir a ser” e, porianto. uma questdo de conhecer este “vir a ser’, o processo. Amnda
=1 suas palavras: “Em que condi¢des se tem o direito de falar de conhecimento ¢ como salvaguardi-lo contra
ws perigos interiores que nde cessam de ameagd-lo? .

~ Conne {1992, p. 266) define rransposicdo diddtica como ™ um processo que fazx com que os objetos do saber
wmoremdtico cientifico sefam transformados em saberes a ensinar. depois em saberes do ensing”.
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analogia entre as relagdes do sujeito e de uma situacdo, que diz induzir e canalizar

conhecimentos.

Em suas palavras: “Se os processos cognitivos se referem a adaptagao do sujeito a
SAuapdo e & reeguilibracdo das estnituras cognitivas. o saber se refere a utilidade dos conhecimentos

P para a transformagao das situagdes” (Conne, 1892, p. 222).

Essa autora distingue o saber do conhecimento na definigao:

Quando o sujeito reconhece o pape! ativo de um conhecimento schre a situagao,
por ele mesmo, a ligagdo indutora da situagdo sobre este conhecimento loma-se
inversivel, ele sabe. Um conhecimento assim identficado é um saber é um

conhecimento util, utilisavel, no sentido de que ele permite ao sufjeto agir sobre a

representagdo (0p. cit., p. 225).*

Para ela, as diferentes epecifica¢gdes do saber se dao segundo os tipos de
uso do conhecimento, como entre saber-pragmatico™ e saber-sabio (inciuindo o
cientifico ou académico, ou mesmo, saberes instituidos e nao cientificos, como a
astrologia), em que o uso do conhecimento é mais ativo em relagdo ao saber-

pragmatico e mais discursivo no saber-sabio.

Essa autora diz que, segundo as concep¢des correntes, o saber se opde ao
conhecimento pelo fato de que © primeiro é descontextuailizado, despersonalizado,
socio-culturalmente instituido, mas ela considera que essas atribuicdes, embora
inerentes ao saber, ndo sao constitutivas da distingao entre saber e conhecer, ja gue

) “um saber é um conhecimentc Gtil. [..] o critério de ‘Ut adotado ndo é uma finalidade do
zonhecimento. Esse sera o empreendimento didatico a operar esse ponto. de tomar conheciveis os

. saberes, e depois sabidos, sendo sabios, os individuos™ (op. cit.. p. 250).

* Tradugiio nossa. No original: “Lorsque le sujet reconnait le role actif d'une conmaissance sur la situation,
pour {ui, le lien inducteur de la situation sur cette connaissance devient inversible. il sait. Une connaissance
=msi identifiée est un savoir. c'est une connaissance utile, utilisable. dans ces sens qu’elle permet au sujet
& agir sur la représeniation.”

= (U conhecimento-pragmidtico (realtivo ao pragmatismo) ¢ visto como a soma das idéias de todas as atribuigdes
i=tas a um objeto que possam ter um efeito pratice qualquer. Segundo Conne (1992, p. 253) o saber-
pregmatico € um saber em meio a uma situagdo e estruturado por ela, ou seja, € mais que um saber-fazer. € um
e -fazer dentro de uma situagdo.
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Segquindo nesse viés, ela coloca em questdo o saber e estuda o conhecimento

como uma lransposicdo do saber, ja que o estudo do conhecimento passa peio

estudo de fendmenos cognitivos (um saber) e constitui uma transposigao do saber
sobre 0 campo da psicologia e da epistemologia. “O saber & um conhecimento que controla
uma sfuagdo e suas transformagdes. indutoras de conhecimento’ (op. cit., p. 240), em que ©
conhecimento & preso entre duas ordens de objetividade: a do meio matenal _
dependente da situagdo _, e a dos saberes _ de seu uso _, transformando eies

mesmos efou a situacao.

Na conciusao desse seu artigo, Conne diz que sua pretens3o nao foi a de ter
uma teoria geral sobre este espaco delimitado pelo conhecimento € o saber, mas
sim de explora-lo, defendendo a idéia de que transposigao didatica e saber estao

sempre juntos em um par.

Diretamente ligados a teorias epistemolégicas, estao os trabalhos de Alfred J.
Ayer, Roderick M. Chisholm e Caio Prado Jr., aos quais devemos muitas reflexées

no que se refere a constituicdo de conhecimento.

AYER (1988, p. 7) faz uma interessante discussao inicial sobre o uso da
salavra conhecimento e a analise de seu significado. Ele diz que, se olharmos pelo
dicionario léxico, por exemplo, “ter conhecimento” é “conhecer que algo é o caso”,™

pois temos conhecimento como: “ato ou efeito de conhecer, de estar certo e

wformado de”. Mesmo nesse caso, nos colocamos diante do aspecto da crenga e
ca verdade desse “algo” Diferenciando crenga de uma afirmagado, lembra a
cossibilidade de se acreditar em alguma coisa sem conhecé-la. E segue

aguestionando: “Quando se conhece que ‘alguma coisa é assim’, ndc pode ser emado? E
smCessario distinguir entre os lipos de conhecimento que podem ser conhecidos diretamente e

agueles que SO podem ser conhecidos indiretamente?” Pois, segundo ele, existe um sentido

2m que “conhecer que alguma coisa € 0 caso’, € conhecer o que ela ¢ diretamente

~ Mo original, Aver (1986, p. 8): ... to have knowledge is 1o know that something or other is the case™.
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(e aqui exemplifica com conhecer a cor de um objeto, ou mesmo sentencas da
Logica e da Matematica), “conhecer que alguma coisa € assim’” e, dessa forma, é
inquestionavel no fato de ser verdadeiro, sdo o que ele denomina de afirnagGes
necessarnas _ “necessary statements” _. Mas, em outro sentido, estao as afirmagéGes

empiricas _ "empirical statements’ _, as quais ele diz que podem ser sujeitas a duvidas,

sujeitas a inspec¢ao de diferentes graus de evidéncia.

Faz uma série de questionamentos e discussdes a respeito de “conhecer um
fato ou um objeto” e “conhecer que’ em duas segfes intituladas: “Tracos e

caracteristicas do conhecimento” € “Conhecer consiste em estar num estado mental especial?’

Destacamos seus questionamentos sobre “conhecer algum objeto”:

Talvez seja um engano fllosofico falar de objetos. Talvez seja possivel mostrar
que toda vez que parecemos estar diante de um caso de conhecermos um objelo, sefa
na verdade 0 caso de saber que algo € o caso. O que é conhecido, nesse sentido. deve

ser verdadeiro, enquanto que aquilo em que se cné pode muito bem ser faiso {Op. Cit,

p.9).

Do mesmo modo, diz ele, se tomado como uma questdo de estar num estado
ce consciéncia no sentido de prontiddo cognifiva, conhecer leva a se assumir uma
analise em termos de ato e objeto como uma descrigac adequada de conhecimento,
o que, por sua vez, gera problemas do tipo: 0 que € a consciéncia em s mesma?
Como se relaciona aos seus objetos (fatos, coisas)? Nada a separa de seus objetos,
=mbora estejam separados? £ cita como exemplo questdées do idealismo subjetivo
&-: Berkeley e de filosofos existencialistas, estes Gltimos quando lentam responder
megando a lei da identidade ou mesmo falando “do nada’ como se fosse um tipo especial de

amente, cuja fungdo fosse separar a consciéncia de si propria’ {Op. Cit., p. 23).

Ayer também nos afirma que o fato de dizer simplesmente “eu conhego”
provoca um engajamento de si proprio a ter que responder pela verdade, porque o
2ue nao & verdade ndo pode ser conhecido. Os sujeitos estdo convencidos desta

werdade sobre determinadas coisas, baseados em alguma experiéncia gue os levam
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3 assegura-la.

Assim, Ayer, no decorrer de suas discussdes, acrescenta um estado

‘=mstémico ao sujeito que diz conhecer “algo”, que ele precisa estar seguro, certo a
sespeito. E, 0 que & “conhecido” passa a ser “algo do qual se esta certo de ser

werdadeiro”. Questiona a diferenga entre conhecimento e crenca verdadeira. dizendo

aue é a mesma diferenca, por exemplo, que existe entre uma pessoa que diz que
“zonhece 0 que ocorrera” como resultado de urma apurag¢ao lotérica, e outra pessoa
aue diz que adivinhou o resultado da apura¢ao. Para a primeira pessoa, dizer que
“conhece” concede-the o direito de estar certa, enquanto para a segunda pessoa,

=zer que somente adivinhou lhe nega o direito de estar certa.

4 Finaliza entdo sua fala sobre o titulo de “contecer como ter o direito e estar certo”, ™
- @zendo que existem trés condigbes necessarias e suficientes para “conhecer que
2lguma coisa € 0 caso” A primeira que ¢ que se diz conhecer seja verdade, a
segunda que se esteja seguro dela e a terceira que se tenha o direifo de estar
sequro. Esse direito pode ser obtido de varios modos, como por percepgaoc, por

lestemunho ou por base em leis cientificas.

Chisholm inicia seu livro _ Theory of Knowledge _ tendo como um dos
aosetivos fazer uma analise epistemologica das caracteristicas de uma afirmacgao ou
orenca tida como verdadeira, no intuito de “aperfeigoar’ o conjunto de crencas que
#cssa ser tratado na Teoria do Conhecimento e assim estabelece gque ird trocar
=encas nao justificadas por justificadas, e as menos justificadas por outras mais

"ﬁi‘rﬁcadas. Ou seja, a partir da formulagéo tradicional de conhecimento _ crenga

werdadeira justificada _ elabora um minucioso estudo centrado nas justificagoes.

Ele pressupbe um conceito para justificagdo epistémica baseado em que ela é

woeetiva, interna e imediata. Diz que ela e inferma e imediata, porque pode ser

= No ariginal, Ayer (1986. p. 31) : “Knowing as having the right to be sure”.
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encontrada diretamente por reflexao; objetiva, porque €la mesma constitui um objeto
de justificagao e conhecimento.

Para continuar sua analise, Chishoim expde treze categorias epistémicas ou
estagios, segundo os quais pretende obter uma classificagao epistémica para as
proposicdes. Elas sac ordenadas do seguinte modo: (6) certa;, (5) &bvia; (4)
evidente; {3) mais do que ddvida razoavel, (2) epistemicamente clara; (1) provavel,
{0) balanceada; {(-1) provaveimente falsa;, (-2) claramente duvidosa;, (-3)
razoavelmente duvidosa; (-4) evidentemente falsa; (-S)obviamente falsa; (-6)
certamente falsa. Ele as define e inclusive menciona as possiveis inclusdes de uma
categoria em relagdo a outra, sendo gue, gquanto mais positivo € o nimero

correspondente a sua classificagio, em maior grau a proposi¢ao esta justificada.

Chisholm segue falando sobre as “propriedades auto-apresentadas” (como:
sonhar, imaginar, desejar, temer, e outras) como uma fonte de certezas, pois,
conforme coloca no inicio do capitulo intitulado “A estrutura do conhecimento empirico’,
ele almeja formular critérios para a aplicagao dos conceitos epistémicos, comoe “estar
certo”, “ser evidente" e “ser provavel’, sobre os quais tem discutido, inciusive

elaborando definicdes e principios epistémicos.

Ao fazer uma analise criteriosa da interpretagao do conceito de justificagio
epistémica nas duas correntes de abordagem tradicional da teoria de conhecimento

_ externalista” e “internalista’ _, Chisholm conclui que ha inadeguabilidade de

situar-se totalmente em qualquer uma deias, porém demonstra uma maior

~ identificagao com a “internalista” quando diz:

As explicagbes “extemalistas” de justificagdo epistémica que nos temos considerado séo
tais que ou elas sdo vazias ou elas fazem uso de conceftos intermnos. [..] ndo existe
indicagdo de gue conceiftos de justificacdo extemnalista possam substituir conceilos

intemos [grifo nosso] {Chisholm, 1989, p. 84) ¥

" No original: “The “externalistic " explications of epistemic justification that we have considered are ail such
that either they are empty or they make use of internal concepts.{... )there is no indication that externalistic
Justification concepis may replace internal concepts.”
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A partir da definigao classica (tradicional) de conhecimento como sendo

- gcrenca verdadeira justificada, ou seja:

C sujeito conhece uma proposicdo p se:

(1) ele acredita em p,

(2) p &€ uma proposicdo verdadeira;

(3) ele chegou & p por um método aceitavel.”

ele faz uma modificacao trocando “justificada” por “evidente”; formulando entio a

seguinte definicdo de conhecimento _ crenca verdadeira evidente
5 conhece que p é verdadeira, por definicdo se:
{i) p & verdadeira;
(i) 8 acefta p.
(iii) p ¢ evidente para S (op. cit., p. 80).
Onde uma proposi¢ao pode ser caracterizada como "evidente” se satisfaz:

“p € evidente para S, por definigdo +——  Para toda proposicdo q, acreditar em

p € pelo menos tao justificado para S como é negar g" {op. cit.,, p. 11).
[Toma: p e q como proposigoes e S uma pessoa).

~ Mas, a seguir, mostra um problema denominado “O Problema de Gettier’,> em
| que as condigbes para S conhecer p, pela definicdo classica de conhecimento,
assim .como pela sua, sdo satisfeitas e, no entanto, isto ndo implica dizer que $
conhece p. embora, do ponto de vista técnico, S esteja garantida em conhecer p. Ou
seja, 0 problema de Gettier € um contra exempio a defini¢do classica de conhecimento e

| a sua propria defini¢ao.

* Segundo Chishoim (1989, p. 91), esse problema foi publicado em 1993, por Edmund L. Gettier. sob o titulo
de “Is justified true belief knowledge?”, no pericdico Analysis, v. 23, p. 121-123.
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A reflexao sobre por que S ndo conhece, segundo Chisholm, apesar de
satisfazer as definicbes, aliada a parte técnica, conduz a exames nac sd das
oroprias definicdes como também do que pensamos a respeito desse problema, do
conhecer de S. E sobre isso que aproveitaremos para falar agora e deixaremos as

criticas a definigdo classica de conhecimento para a se¢ao seguinte.

Neste problema, temos p como a seguinte afirmagdo {proposi¢ao): “Ou Jones
oossul um Ford, ou Brown estad em Barcelona”, que € uma proposi¢ao verdadeira para S e
mmbém para quem se inteira do problema, so que ela € verdadeira para S pela
onmeira parte _ “Jones possui um Ford, " _ gue 0 levou a aceita-la, enquanto para os
demais ela & verdadeira pela segunda parte {exceto para S, que segundo as
condicdes do problema, desconhece este fato) _ “(.} ou Jones esté em Barcelona’
- Esse jogo logico permite ver que as definicdes de conhecimento referidas nao sio
adequadas ao tomarem conhecimento como tendo o status de uma proposigdo _
conhecimento como aquilo que se conhece ser 0 caso _, com a justificativa (que
autoriza aceitar a proposicao) podendo ser alguma coisa a parte, nao constitutiva do
conhecimento, nao estando “junta’ de modo que se a mudarmos estaremos
constituindo um outro conhecimento . Para nos, o que ocorre com 8 € que ele ndo
2m como produzir o conhecimenio como ©0s oulros, o conhecimenio por nos
oroduzido tem nele (no proprio conhecimento) uma justificativa que nao ¢ a mesma
gara 8. Dai poder-se afirmar que ele nao conhece p como verdade, ele nao produziu

\2ara nos outros) algo que garantisse a sua certeza de conhecer.

ApoOs constatar a inadequagac das definigdes de conhecimento, Chisholm
s2nta acrescentar mais uma hipotese sobre a proposigao ser “definitivamente
awvidente”, porém n&o chega a formular mais nenhum conceito ou definicdo de

zonhecimento nesta sua publicagao.

Prado Jr., como ele mesmo diz na introducao de seu livio: Notlas introdutorias
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a logica dialética, tem como objetivo fazer uma analise da atividade do pensamento™
no que diz respeito a8 sua fungao elaboradora do conhecimento. Para isso, utiliza a

dialética como um meétodo légico.

Segundo esse autor:

Cs processos pensantes se centralizam na identificacio, e esta se realiza pela
assimilagdo do objeto do pensamento e da identificacdo, a representacbes mentais -
imagens ou conceitos® - preexistentes e pré-constilidos no psiquismo do individuo
pensante. [...] Trata-se da questdo essencial da teona do conhecimenio, a saber. ©
processo de elaboracdo desse conhecimento, uma vez que o conhecimento de cada

individuo nada mais & que o conjunto de representacées mertais presenies no psiquismo

desse individuo [grifo nosso] {Prado, 1961, p. 139).

Ao falar de conhecimento como um conjunto de imagens ou conceitos, diz que

o conhecimento cientifico nao se constitui de um conjunto de conceitos em que os

conceitos particulares se aglomeram simpiesmente, mas que reciprocamente se

incluem e integram. No conhecimento vulgar (ndo cientifico), considera que isso

também ocorre, mas com menor sistematizagdo, ou seja, um entrosamento menos
goroso @ Com menor precisao e rigor dos conceitos. Contudo, em qualguer que seja
o conjunto de conceitos, estes se entrosam de tal maneira que sao inseparaveis, tém

significado nesse conjunto de que participam {cf. op. cit., p. 66-67}.

Desta operagac mental de relacionar os conceitos, “relacionamento”, de modo
cue eles percam sua especificidade e se fundam, formando relagGes conceituais
- (novas) e novos conceitos, eie diz: “efabora-se em conseqgliéncia o conhecimento”
fop. cit., p. 229).

" A respeito de pemsamento. Prado (1980, p. 98) diz: “pensamento ndo é sendo o proprio processo, que
pudemos observar no fato psicologico da sucessdo ou desfilar de representacbes mentais (sensiveis e
conceituais) [... ] Esse desfilar que chamamos movimento do pensamento. é o proprio pensamento”.

* Prado Jr. denomina como conceituacdo ou comceito: “uma relacdo ou representagdo memal de um sistema
d¢ realgdes. sistema esse onde os termos constituinies de tais relagdes perdem sua especificidade. ou valen ndo
 por essa especificidade. mas unicamente pela sistematica em que eles se dispdem relativamente uns a outros”.
- 'sesse sentido, conclul que os conceitos sdo fungio uns dos outros e do conjunto da conceituagio que entre si
sies [ntegram. a representagdo mental da realidade objetiva exterior ao pensamento,
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Representa o que denomina de ciclo do conhecimento por:

e dabora
Atividade 2080002 b samemto —  Conhecimantto
mrnge orienta

2.3.3 Observacdes a partir das concepgoes de conhecimento

A necessidade de uma definicdo de conhecimenio passou a ser um ponto
relevante, quando cada vez mais notamos os problemas envolvidos. Questdes
como: "O que € conhecimen{o?” “Como posso dizer que ‘alguma coisa’ &
conhecimento produzido pelo aluno?” "Conhecimento e aigo transmitido?” "Existe
conhecimento em um livro de Calcuio?” sao algumas das sentencas construidas ao
refletirmos sobre as concepgdes epistemoldgicas abordadas por cada um dos
autores que acabamos de expor. Nas observagdes da presente se¢ao € no proximo
capitulo, estaremos falando a respeito e respondendo a essas questoes. Mas
oodemos adiantar que as respostas dependem dos pressupostos teoricos, da nogao

ou definigao de conhecimento tomada.

Em alguns dos autores citados {(Mora, Chisholm e Ayer), existe uma
oreocupacac com a exigéncia de mais investigagdes sobre a nogdo de
conhecimento, de se poder torna-la mais explicita ou chegar a uma definicao. Para
nds, essa nogao é usada cotidianamente com uma grande liberdade de significados
sterais,®’ que a torna difusa e as vezes confusa, embora a maioria dos autores
_uéspecialistas no assunio procure esciarecé-la. Pelo fato de ser definida, nao deixa

e éer uma nogao complexa {com muitos significados literais e relagbes com outras

nocoes, necessarias ao seu entendimento). Por exempio, na citagdo de Piaget:

© Para nds. o sigmificade literal ¢ 2 pante que se refere aos significados dicionarizaveis, estaticos. (Mais
w=feréncias no item 1.3).
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“conhecer consiste em construir ou reconstruir o objeto do conhecimento de modo a compreender o
mecanismo desta construgdo...”, a qual tem uma aparéncia simples, mas se complexifica
a partir do instante em que procuramos investigar o que significam em sua teoria as
nogées envolvidas, como a de “construir o objeto de conhecimento”, ou do “mecanismo’ da
construgao, que requer uma compreensao de quase toda sua elaboracdo da

epistemologia genética.

A diferenga entre conhecer algo ou saber da existéncia de tal coisa ou de
suas propriedades tem sido explorada através de elaboracao de uma tipologia de

conhecimento:

« 0s conhecimentos que sdo diretos ou imediatos (das verdades de fato, de

coisas apreendidas pelo sentido), ou ainda como sao as vezes

denominados: sensiveis (baseado em impressoes);

¢ 0s conhecimentos analiticos {a prion para alguns)“2 e os sintétices (a

posterori para aiguns);

= Os termos a priori ¢ a posteriori. mesmo em relagdo a conhecimento tém usos diferenciados, conforme podem
ser conferidos em Abbagnano (1996. p. 93-94) e em Mora (1996, p. 24-27). Segundo esses autores, a nogio
xantiana de a priori como conhecimento independente da experiéncia, oposto a ¢onhecimento a posteriori

i ~ obtido através da experiéncia _ € de um modo geral. a mesma de Leibniz e dos seguidores de Wolff, embora

tenham sempre estabelecido algumas diferengas. Para Kant. por exemplo, 0 a priori constitui “o elemento

- tormal, ou sefa, go mesmo lempo condicdo e fundamento de todos os graus de conhecimenio: e ndo somente do

conhecimento, ja que também no dominio da voniade ¢ do sentimento subsistem elementos a priori [..] Os
Juizos siméticos a priori sdo possivels...." (Abbagnano, 1996, p. 94). Para Peirce (1980. p. 267} “Espero ter
nesie escrito tornado verossimel que as leis uritméticas sejam juizos analiticos. e conseguentemente a priori”.

Quanto a0 termo analitico e sintético, Mora (1996, p. 24) afirma que Kant chama de “um juizo analitico
2quele em que a conexdo emre o sujeito e o predicado é pensada mediante idemtidade. ao passo que nos
sintéticos tal conexdo ¢ pensada sem identidade. [.. ] Todos os juizos de experiéncia sdo sintéticos, [.. ] os
siniéticos sao sempre a posteriori.™ . Hume ¢ Leibniz coincidem em que os juizos analiticos sdo a priori ¢ os
sinféticos a posteriori... [Aqui cabe um esclarecimento de que, para Liebniz. algumas verdades de razdo _ como
as proposi¢des Iopicas e matemdticas _ s3o necessdrias e eternas, analiticas. enquanto para Hume. ndo.] ™.
“Embora Kant fale de juizos sintéticos a priori, 0 seu proposito € descobrir elementos aprioristicos nos juizaos
maiemdticos e nas proposicdes da ciéncia natural, especialmente na fisica. Tais elementos ndo sdo verdudes
eternas mas condicdes da possibilidade de conhecimento...” (op. cit., p. 25). Ainda segundo Japiassu (1991,
.19 e 226), a analitica (analise) transcendental de Kant “tem por objeto a decomposicde de nosso
conhecimento a priori nos elementos do conhecimento puro do entendimento. isto é das categorias”. [...]"Os
sintéticos a posteriori sdo simplesmente aqueles que sdo derivados da experiéncia, constituindo portanto um
conhecimento empirico™.
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» 08 conhecimentos que sac mediatos ou inteligiveis (de verdades da

razdo, de objetos abstratos, adquiridos através de inferéncias);

e 0S conhecimentos intuitivos (baseados na intuigdo, forma de contato

direto da mente com o real).

Porém, nossas questdes a respeito de conhecimento naoc estdo centradas

nessa discussao entre saber e conhecer.

Mesmo falando de conhecer, observamos que as metaforas e os empregos na
Snguagem verbal a respeito de conhecer e conhecimento sao muito maleaveis. 86
para lembrar alguns, podemos citar que conhecer é dito a respeito: de algo familiar
4 visto, memorizado, sem outras explicagdes) que pode incluir desde pessoas,
~ objetos ou sensa¢des, da capacidade de distinguir entre duas espécies de coisas
‘por exemplo. vinhos, tons musicais). Conhecer um assunto {por exemplo: um

contetido matematico) ou uma agao (por exemplo: manejar uma magquina).

Como pudemos observar também nas definicbes e concepg¢des que

expusemos, e reafirmado por Ayer (1986, p. 8):

...0 dicicnaro da a definicdo de “estar consciente ou inforrmado de”, “apreender

ou compreender como falo ou verdade”, o sentido, ou sentidos. nos quais lter

conhecimento é conhecer que alguma coisa ou outra € o caso.

Sendo assim, apds essa indicagdo de alguns modos usuais €, ac mesmo
empo, bem gerais sobre conhecer _ gerais no sentido de vagos _ e de refletirmos
Um pouco quanto as suas caracteristicas ou a sua natureza, notamos que €
 necessario comecar a tecer e a precisar melhor 0s pontos que serao basicos ao
Tatarmos este assunto: conhecer e conhecimento, pois acreditamos que esse
assunto requer uma maior clareza em termos de significados que se possa produzir
= conseqientemente, em termos de seu uso, pelo menos dentro desse nosso

zampo epistemolédgico de investigagdes.
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Um desses pontos & que consideraremos conhecer, o ato enguanto tai, um

srocesso consciente,” embora tenhamos evidente que, para se chegar a "conhecer
algo”, possamos ter outros processos mentais anteriores ou concomitantemente
relacionados e apenas passiveis de serem conscientes (capazes de se tornarem

conscientes, mas as vezes nao-conscientes).

Com essa determinagdo sobre a natureza consciente do processo de
conhecer, evitaremos envolver em nossa pesquisa processos mentais nao-
conscientes, como o0s que sao detectados nos chamados “insigths”, que parecem
surgir repentinamente como numa brilhante idéia para resolver um problema, e nao
s¢ sabe bem responder como se chegou até ela. Por vezes, o maximo que se
sonsegue € pensar posteriormente no que pode ter contribuido e tornar consciente

oarte dos processos mentais envolvidos, que ai sim, poderdo ser investigados.

Contudo, os processos mentais dos quais ndo se toma participacdo
consciente, quer seja porque a atengao do sujeito observado nao esta centrada no
oroprio agir mas desiocada a outros pensamentos alheios ao interesse do
soservador, quer seja por causas menos acessiveis como 0s  processos
inconscientes, nac sao objetos de nossos estudos. Somente sdo pesquisados e
Tatados, neste trabalho, 0os processos mentais observaveis através das atividades
20 sujeito e conscientes para ele _ 0 sujeito que 0s executa _ e que, uma vez
exteriorizados, em forma de agdes, como os gestos, a fala ou a escrita, permitem

uma observagao por uma terceira pessoa (no caso, os pesquisadores).

Um segundo ponto que, também diz respeito a producdo da nogdo de

" Processos meniais. conforme encontramos, pot exemplo, em Del Nero (1997, p. 126), podem ser conscientes
o passiveis de se tornar conscientes, diferentemente de processos cerebrais que podem ser incomscientes
‘tumo o controle de torque de musculos, controle de glicose no sangue, de ordem puramente fisioldgica). Entre

o8 processos mentais, ele distingue: 0 pensamento, a emogdo, a atengdo, 0 juizo. a motricidade e ¢ sonho. Para

205, por exemplo, a memorizagdo € um processo apenas passivel de tornar-se consciente, ou seja, nem sempre €

axalmente consciente, a0 passo que pensamento e conhecimento sdo conscientes.




i
""ﬁcmafzqam sodixe lonrters do conttecemente

conhecimento, esta ligado a uma dicotomizagdo, por vezes observada no tratamento
deste assunto, entre o sujeito e um “suposto” conhecimento produzido; como se o
conhecimento tivesse uma existéncia independente do sujeito que o produz, como
se estivesse em algum lugar (por exemplo, nos livros) pronto para ser apropriado,
para ser conhecido, transmitido através dos escritos, das falas, de geracdes a
geragdes. Comecamos a ponderar, ndo pela agdo complexa de "transmitir’, mas
admitindo-se uma certa compreensio de transmitir (como sendo “enviar algo” para

algum possivel receptor), pensar primeiramente no que é transmitido.

Uma forma usada de transmissao sdo os escritos, discursos traduzidos em
enunciados. Mas, se os escritos sdo fontes proficuas, ndo & pelo fato de conterem
conhecimentos, conforme argumentaremos a seguir, e sim pelo fato de serem os

residuos de enunciagdes, fontes a partir das quais se pode produzir conhecimentos,

pois 0s discursos sao produzidos através de uma linguagem com todas as suas
fungdes, inclusive de uma semantica que também depende do vivido pelo sujeito e
de suas demandas. Assim, apds o sujeito produzir (em um 19 momente) seus
discursos, estes sdo postos (em um 2° momento) em enunciados escritos que, ao
proprio autor* talvez seja possivel uma re-produgéo (em um 3° momento, de leitura)

dos conhecimentos do 1° momento.

Contudo, para um leitor ha muito afastado do autor, ndo s6 cronologicamente
mas em termos da linguagem, certamente 0s conhecimentos produzidos podem ser

outros e até completamente distintos daqueles do autor (no 1° momento).

Além disso, mesmo admitindo que o leitor ndo tenha interferéncias na
comunicagao nem de fatores referentes a estrutura da lingua _ para que ninguém o
culpe por “nao saber ler” _, o leitor pode nédo produzir igualmente os conhecimentos
do autor em seu 1° momento. Haja vista o que acontece com alunos que, apesar de
lerem o livro texto corretamente, ndo produzem o conhecimento que o professor

espera. Logo, ndag € conveniente afirmar que conhecimentos sdo transmitidos, que

= Para uma discuss3o epistemologica a respeito de autor, leitor e produgio de significado. ver Lins (1996).
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um texto possui conhecimentos, porque, se assim fosse, todos que pudessem lé-lo

‘corretamente em termos da lingua) re-produziriam © mesmo conhecimento.

Um terceiro ponto de observagéo, ligado a produgao de conhecimento, & que
se fala muito mais do sujeito perante o ato de conhecer _ sujeito do conhecer _ ao
nves do sujeito do conhecimento. Ou seja, assim como na defini¢do classica de
conhecimento, a preocupac¢ao € com um sujeito que age na agao de conhecer algo
aue, passando a ser conhecido pelo sujeito, € dito ser um conhecimento, onde o
c2ntral & o sujeito do conhecer. No nosso entender, a preocupacao deve ser com um
sujeito do conhecimento, com ligacdo intrinseca, existencial do conhecimento a partir
20 sujeito e, ao mesmo tempo, sujeitoc do conhecimento, como encontramos no

Modelo Teérico dos Campos Semanticos.*

A énfase no processo conslitutivo de conhecer (como é dito: “processo de
onhecimento”) € mantida ao se falar em aspectos envolvendo a construgdo de
conhecimento, como desenvolvimentos perceptuais, cognitivos e afetivos, etapas do
sesenvolvimento de conhecimento, esferas de conhecimento {representativa e
smaginativa) e tipos de conhecimento (cotidiano, escolar, reflexivo, abstrato,
metddico, cientifico e outros), tendo, assim, um outro enfoque, no qual se atribui uma
smportancia minima, ou nenhuma, ao sujeito do conhecimento em prol do sujeto do

conhecer.

A partir desse enfoque, podemos citar “conhecimento”’, visto como ¢ conjunto

22 “representagGes mentais presentes no individuo”,* que inclui que conhecimento

= Mais referéncias em Lins (1997a) e também no capitulio 3 desta tese.

. Assim tratam Prado (1961, p. 139 e 197) e Pinto (1969, p. 22). J& Leontiev {1978, p. 84) prefere usar a
sslavra pensamento em vez de “representa¢des mentais™: “Chamamos pensamenio, em semido proprio. o
mrucesso de reflexo consciente da realidade. nas suas propriedades. ligagdes e relagdes objetivas, incluindo
=wsno 03 objefos inacessiveis g percepedo sensivel imediata. O homem. por exemplo, ndo percebe os raies
mrravioletas. mas nem por isso desconhece a sua existéncia e as suas propriedades. Que torna possivel este
comhecimento? Ele & possivel por via de mediacdes E esta via que é a via dn pensamento. O seu principio
ool é que submetemos as coisas 4 prova de outras coisas e tomando consciéncia das relacdes e interacdes
e se esiabelecem enire elas. julgamos a partir das modificagdes que ai percebemos... {os grifos sdo nossos]”.

O seja, toma como base importante 0 persamento, que equivale as representacdes mentais. mas conhecimento
‘m=bemn aparece de modo difuso.
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pode se dar até com auséncia de consciéncia (reflexos primordiais, como relagdes
obtidas de impressdes sensoriais elementares). Para nos, ndo & aceitavel, uma vez
que se mostra “uliraglobalizante” e, portanto, ineficiente a alguns de nossos
propasitos. Por exemplo, nao faz distingdo entre um conhecimento com justificagao
matematica e um outro com justificagdo na autoridade de um livro ou de um

professor.

Nossas observagdes principais sobre a definicdo classica de conhecimento

_ crenca verdadeira justificada _ sdo: temos trés partes disjuntas. trés frentes

separadas. A proposicao € verdadeira de maneira absoluta; o fato de o sujeito poder
acreditar, por caminhos bons (legitimos) ou ruins, desconecta o que ele conhece ou
ndo do que ele acredita; e dizer que um meétodo é aceitavel significa um julgamento
- sobre o sujeito estar justificado ou nao. A justificativa nao é constitutiva. € apenas

um juizo sobre como o sujeito chegou a proposigao.

A definicao classica de conhecimento tambem apresenta-se inadequada, para
n0s, pelo mesmo fato anteriormente citado na definigdo de conhecimento discutida
sor Ayer (conhecer que alguma coisa € o caso), qual seja, ela ndo distingue dois
conhecimentos pelos caminhos que se chegou até eles. Coloca conhecimento com o

status de uma proposi¢ao,* como “algo que se conhece ser o caso™.

Como quarto ponto, devemos dizer que concordamos especificamente sobre

3 constatagao de se ter uma certa crenga-afirmaggo a respeito de "algo”, do qual ¢

sujeito acredita ser verdadeiro. O fato de ser verdadeiro € uma caracteristica obtida

sociaimente, pois, apesar de parecer como produto final subjetivo  uma verdade

. para o sujeito _ é construida em um processo de demanda social, dialético, adverso
! ;qualquer idéia de absoluto. Epistemologistas {como A. J. Ayer e R. M. Chisholm) e

osicologos {como A, Leontiev, J. Bruner e Vygotsky) tém tfrabalhado esta questao

© U'm exame de algumas conseqgiiéncias da definicao classica de conhecimento referida por Chisholm ¢ feita por
L;s (1997a).

® Segundo Lins (1997a. p. 5): “From the classical definition | want to emphasise the fact thai knowledge.
acording to if, has the status of a proposition, being “thar which one knows": actually, that is true even for
ractitioners of the “implicit inowledge” idea”.




_ 75
.ﬁ‘;‘_‘%:dzﬂq@m _,aéxe (a;m.; (141 GC)”AWM)M‘G

Jas verdades ou certezas socialmente aceitas. Mas Chisholm {1989) € um, dentre 0s
Jdemais autores pesquisados, gue analisa como aspectos do conhecimento _ "crenca

tida como verdadeira e evidente _ como vimos anteriormente,

Quanto a discussao feita por Ayer, pelo menos trés observagdes imediatas
gostariamos de destacar, pensando em relagdo a produgdo de conhecimento. A
primeira € que, admitindo “conhecer que algo € o caso” como um possivel
entendimento do que seja conhecimento, temos a reafirmar o nosso quarto ponto
basico. que realmente nao faz sentido para o sujeito que diz conhecer “algo”, que
este “algo” nao seja considerado por ele uma verdade. A segunda observagao & que
0 processo de conhecer parece assumir o “status” de uma descoberta _ conhecer
aue alguma coisa é assim _ quando se supde que tomamos ¢ conhecimento de “algo
~ wado’, enquanto, para nos, € no proprio processo de producao de conhecimento que
construimos esse “algo”, que construimos os objetos. A terceira é que, pelo fato de
gle assumir que conhecimento pode ser como uma descoberta, como um produto
‘obtido” ao final do processo de conbecer, este conhecimento independe do modo
como se chegou a ele e do préprio sujeito, enquanto sujeito do (seu) conhecimento.

O que nos leva a afirmar que Ayer tem uma posigaoc objetivista.

Em nossa pratica de sala de aula, observando o que tena o aluno constituido
como conhecimento a partir do Calculo, temos exemplos em que, ac fazerem a
mesma afirmacdo, como: “a denvada é o coeficiente angular da reta tangente", um
awno o faz porque, segundo ele, o professor sempre usa assim, enquanto outro
2luno esta seguro em afirmar a mesma coisa, porque produz a nogéo de derivada
como coeficiente angular da reta tangente, passando por um processo (baseado em
amite ou em infinitésimos) de aproximacdo sucessiva de retas secantes a reta
mngente ou da coincidéncia da curva com a propria reta tangente {se olhado em
ﬁrta monada infinitesimal do ponto de tangéncia). Diante de tais exemplos, nao
podemos dizer que produziram o mesmo conhecimento, embora a afirmagao seja a
mesma e estejam seguros em poder dizé-la. Portanto, nao podemos tomar como

@oequada uma teoria epistemoldgica que trate dicotomicamente o que & conhecer
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“algo” para entdo pensar o0 que seria conhecimento. Do mesmo modo & para nés
nadequada a nogdo de conhecimento apenas a partir do que se “conhece ser o
£aso’, ou como Ayer diz: em “conhecer que alguma coisa é o caso’. Logo, sentimo-nos
Tais a vontade para seguir em nossos empreendimenios de pesquisa sobre a
constituicao de significados e conhecimentos, mediante a observacdo de um modelo
2orico que possa considerar a possibilidade de se ter conhecimentos diferentes,

embora ambos satisfazendo igualmente as condicGes de “conhecer que aiguma

Zcisa é o caso’.

A partir das reflexdes sobre experiéncias vivenciadas no ensino e
acrendizagem, nosso intuito inicial nao foi tomar uma definigdo de conhecimento,
=as bem direcionar os significados a serem produzidos a partir deles e segundo
sossas posigbes, indagagdes, observacdes e analises constantes deste trabalho.
Contudo, no decorrer das leituras, com énfase principalmente na Epistemologia,
Jamou-se evidente o quanto & central, perante as nossas inquisigdes e as teorias
zesenvolvidas pelos epistemélogos, precisar a nogao do que tratamos por
sonhecimento, uma vez que a variagdo semantica dessa palavra permite tecer
Sentes de argumentagdo em campos teéricos e praticos distintos (como pudemos
soservar também em autores citados), que nem sempre nos satisfazem, conforme
2xempliffcamos. A definicdo deste elemento crucial em nossa pesquisa € a que

2ropde Lins (1994) no Modelo Tedrico dos Campos Semanticos (MTCS).

A escolha deste modelo tedrico (MTCS) como fundamento para nossa
2esquisa nao quer dizer, entretanto, que o aceitamos sem nenhum guestionamento
92 seus principios enquanto adequados, ou nao, a nossas buscas. N&o &
smplesmente um ponto de partida. Inclusive, conforme um dos nossos objetivos, a
orgao que formos caminhando em nosso trabalho, devemos,
‘sancomitantemente, estuda-lo e analisa-lo em conjunto com nossa “praxis™® para

‘=rtar mostrar como pode favorecer, € quais as possiveis limitagdes a um estudo

* Usamos prdxis para nos referirmos abreviadamente ao conjunto de praticas sociais a2 que somos assujeitados e
se=20s, incluindo as praticas educativa. de ensino. cientifica e cultural.
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=0istemoldgico dos significados e objetos constituidos na aprendizagem do Célculo.

No Capitulo 3, apresentamos as consideragdes teéricas que julgamos mais

certinentes ao MTCS, entre elas a de conhecimento.

Todavia, de um modo geral, sem a preocupagaoc com gualguer modelo,
sodemos dizer gue o conhecimento e, mais amplamente, o pensamento,” sdo
croporcionados por nossas percepgdes e fungbes mentais basicas _ capacidade de
atencio, de formagdo de imagens e de conexdes _ cuja atuacdo consideramos
sempre em um meio psiquico-social (aqui o hifen é para lembrar o quanto estio
imbricados). Pois, assim como ndo podemos separar nossas atividades cognitivas
cas afetivas, nem as psiquicas das fisiologicas (posto que elas compdem as
)51

unidades psicolégicas)”, também sdo inseparaveis, a nosso ver, as atividades

opsicologicas do sujeito e os processos sociais 0s quais ele vivencia.

Em nossa pesquisa, mesmo direcionando a uma investigagao epistemolégica,
=a qual, como afirmamos, focamos o sujeito do conhecimento (0 aluno), & impossivel

separar suas aces (que seja uma simples atencdo ou um pensar sobre) de sua

cemanda social. Ao tentarmos fazé-lo, parece-nos ter sido feito um recorte no

contexto em estudo, como se a visdo que temos do sujeito fosse limitada e nao
sudéssemos mais nos relacionar a coisas bem pertinentes como o sentido, ou ©

~otivo™ que parecem “impulsionar’ o sujeito em sua producdo de significados e

* Entendemos pensamento como relagbes e combinagdes. conscientes, das fungdes mentais basicas
msociagdo, atencdo. formagdo de imagens € conexdes . Concordames com Vygotsky, quande diz que "o
semsamento nde € algo dacabadn, pronio para ser expresso. O pensamento se precipila. realiza certa fun¢do.
certo trabalho. Este trabatho do pensamento ¢ o tramsicdo desde as semsacdes da iarefa _ através du
| swmsirucdo do significado _ ao desenvoivimenio do proprio pensamenio” (Vygotsky. 1991, p. 125).

De acordo com o Modelo Teorico dos Campos Semdnticos, consideramos significade como sendo o
“cemjunto de coisas que se pode dizer e efetivamente se dii a respeito de wm pbjeto” [gnifo nosso| (Lins,
®87b. p. 145).

~ Conforme Vvgotsky (1991, p. 108): *...0 objeto da psicologia ndo constitui o fenémeno psicolégico neutro, e
= o fendmeno psicofisinlogico integral unico. que convencionalmente denominumos fendmeno psicologico™.

~ Segundo Leontiev (1978, p.96 e 97), o sentido foi psicologicamente estudady com varias orientagdes. sendo
‘@ue ele parece considerd-le como criade pela globalidade de uma situacdo. quando diz: "o semtide é antes de
mas uma relagdo gue se cria na vida, na atividade do sujelto. [... Jé criudo pela relugdo objetiva gue se reflete
= cerebro do homem. enire agquilo que o incila a agir e aquilo pare o qual a sua acdo se orienta como
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conhecimentos. Logo, os significados a serem produzidos & observados, mesmo a
partir do Calculo, o serdo nesta demanda social, em que os sujeitos estao inseridos.

Isso é reforgado na seguinte citagao:

...a altividade compiexa dos animais superiores, submetida a mslagdes naturais
entre coisas. transforma-se, no homem, numa alividade submefida a relagdes sociais
desde a sua origem. £sfa é a causa imediata que dé ongem a forma especificamente

humana do refloxo de realidade, a consciéngia humana (l.eontiev, 1978, p. 78).

“ssuitado imediato. Por outras palavras. o sentide consciente traduz a relacdo do moiivo ao fim. [..] para
emconirar o sentido pessoal devemos descobrir o motivo que lhe corresponde™. Ento. designa por motivo

em que a necessidade do sujeito objetivamente se concretiza nas condi¢des consideradas. que estimula e
aenta a sua atividade. £m nossa pesquisa . basta falar somente em semride. que consideramos como “'o_gue
fieva o sujeito a engajar-se em uma atividade™.
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Capituio 3

REVISAO DE LITERATURA

3.1 INTRODUGAO

entro da lileratura envolvendo pesquisas relacionadas ao
ensino e aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral, voltamos
nossa atengdo, neste capitulo, para algumas que abordam tdpicos sobre limites e

infinitésimos ou sobre a constru¢io do pensamento diferencial e integral com énfase

£m aspectos epistemolégicos.

Com interse¢do nessas linhas, poucos sao oS8 arligos € pesquisas
~ encontrados. Para justificar a pequena quantidade encontrada desses trabalhos,
resolvemos fazer um quadro demonstrativo do universo de trabalhos, da tltima

década, envolvendo Calculo, pesquisados em alguns dos principais periddicos

internacionais a que temos acesso: “Journal of Mathematics Education”, "Journal for
Research in Mathematics Education”, "The American Mathematical Monthly”,
“Recherches en Didactique des Mathématiques”, " Journal of Mathematics Teacher
Education”, "Educational Studies in Mathematics" e, também, nos Proccedings of the

" International Group for the Psychology of Mathematics Education - PME. nos anais

do ICME 8 (8th |nternational Congress on Mathematical Education), incluindo os de

* Histdria e Educagdo Matematica (Braga: Universidade do Minho).

Dos diversos assuntos constantes nos trabalhos pesquisados, buscamos agrupa-los
_bela definicao de suas linhas centrais mais evidentes. Aqueles que tém forte
intersecdo com mais de um grupo receberam observagac a respeito. Selecionamos
zinco grupos ligados a Calculo: 1. Grupo de abordagens de contetdo; 2. Grupo de
informatica e computagao; 3. Grupo de ensino e aprendizagem; 4. Grupo de histéria;

5. Grupo de epistemologia.
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Grupos ligados ao Calculo

Grupo 1. Grupo 2. Grupo 3. Grupo 4. Grupo 5.
8 artigos 17 artigos 20 artigos S artigos 12 artigos
[ 1int.G4 2 int.G1 : :
1int.
int.G3 3 int G5 1int G2 1int.GS 2int.G3
1int.G4
3int.G5

1. Grupo de abordagens de contetido:

MALM, DE.G. How (o integrate rational functions. The Ametican
Mathematical Monthly, v. 98 n. 8, p. 762-772, 1992,

GILLMAN, L.. An axiomatic approach to the integral. The American
Mathematical Monthly, v.100 n_ 1, p. 16-25, 1993.

GALE, D. Teaching integration by substitution . The American Mathematical
Monthly, v. 101, n. 6, p. 520-5286, 1994.

THURSTON, H. What is wrong with the definition of dy/dx ? The American
Mathematicai Monthly, v. 101, n. 9, p. 855-857, 1994,

THOMPSON, P.W. images of rate and operational understanding of the
Fundamental Theorem of Calculus. Educational Studies in
Mathematics, v. 268, n. 2-3, p. 229-274, 1994, {Intersecdo com o Grupo
&

TUCKER, T.W. Rethinking rigor in Calculus. the role of the Mean Value
Theorem. The American Mathematical Monthly, v. 104, n. 3, p. 231-240,
1997,
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SWANN, H. Commentary on rethinking rigor in Calculus: The role of the Mean
Value Theorem. The American Mathematical Monthly, v. 104, n. 3,
p.241-245, 1997.

GRABINER, J.V. Was Newton's Calculus a dead end ? The continental
influence of Maclaurin's Treatise of Fluxions. The American Mathematical
Monthly, v. 104, n. 5 p. 393410, 1997.

2. Grupo de informatica e computagao:

JUDSON, P.T. Elementary business calculus with computer algebra. Journal
of Mathematical Behavior, v. 9, p. 153-157, 1880.

PALMITER, J.R. Effects of computer algebra systems on concept and skill
acquisition in calculus. Journal of Mathematical Education, v. 22, n. 2,
p.151-1386, 1991.

WATT, J.X. The effects of an experimetal spatial ability freatment program on
Calcuius achievement with university students. Journal for Research in
Mathematical Education, indiana University (Dissertation) DAI, 51A, 3354
[DA 9107314}, 1990.

TUFTE, FW. The influence of computer graphics on the formation of the
derivative and integral concepts. Journal for Mathematical Education.
University of Wisconsin - Madison {Dissertation) DAI, 51 A, 1148 [DA
9025734]. 1990.

SCHROCK, C.8. Calculus and computing: an exploratory study to examine the
effectiveness of using a computer algebra system to develop increased
conceptual understanding in a first-semester calculus curse. Journal for
Mathematical Education. Kansas State University (Dissertation) DA, 50A,
1926 [DA 8924337], 1989.
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CROCKER, D.A. A qualitative study of interactions, concept development and
problem-solving in a Calculus class immersed in the computer Algebra
Systern Mathematical. Journal for Research in Mathematical Education.
Ohio State University (Dissertation) DAI, 52A, 2850-2851 [DA 9201643],
1992.

HART, D.K. Building concept images: supercalculators and students' use of
multiple representations in calculus. Joumnal for Research in
Mathematical Education. Oregon State University (Dissertation) DAL, 52A,
4254 [DA 9214776], 1992

BAE, J.S., et al. Roles of calculators to understand the mathematical process
in the classroom. Anais do ICM/I 8 - Sevilha, p. 121, 1896. [Intersecdo com
o Grupo 4].

FIGUEIRIDO, V.L.X., COSTA, 8., GROU, MA. Advanced calculus students
research projects through computer. Anais do ICMI 8 - Sevilha, p. 558,
1996

SOUZA, L.G.S., MOREIRA, D.T. Visualizing the Calculus. Anais do ICM! 8 -
Sevilha, p. 559, 1996.

SALVADOR, J.A., SANTOS, V.M.P. dos. Calculus and computer. Anais do
ICMI 8 - Sevilha, p. 563, 1996.

BEZERRA, J.Q., FOSSA, J.A. Calculus, computers and conceptual leaming.
Anais do ICMI 8 - Sevilha, p. 685, 1996. [Intersegdo com o Grupo 5.].

BORBA, M.C. Overcoming limits of soffware tools: a student's solution for a
probiem involving transformation of functions. Proccedings of the 19th
PME Conference - Brasil, v. 2, p. 11-17, 1895 . [Interse¢do com o Grupo
5
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GOMEZ, P., FERNANDEZ. F. Graphics calculators use in pre-Calculus and

achievement in Calcuius. Proccedings of the 21th pME Conference -
Finlandia, v. 3, p. 1-8, 1197.

HONG, Y.Y.H., THOMAS, M. Using the computer to improve coceptual

thinking in integration. Proccedings of the 21 th pME Conference -
Finlandia, v. 3, p. 81-88, 1197. [Intersegao com o Grupo 5.].

MESA, V.M. The use of the graphing calculator in solving problems on

functions. Proccedings of the 21th PME Conference - Finlandia, v. 3,
p.240-247, 1197.

ATIGUE, M. Le logiciel 'Derive’ comme reveleteur de phénoménes didactiques
lies a [lutilisation d'environnements informatiques pour ['appentissage.
Educational Studies in Mathematics. Dordrecht: Kliwer Academic
Publish, v. 33, n. 2, p. 133-169, 1997.

3. Grupo de ensino ¢ aprendizagem:

PROTTER, M.H.The self-paced Calculus Program at Berkeley. The American
Mathematical Monthiy, v. 98, n. 3, p. 245-248, 1891,

BRESSOUD, D M. Why do we teach Calcuius? The American Mathematical
Monthly, v. 99, n. 7, p. 615-617, 1992,

KLEINFELD, M. Calculus: reformed or deformed ? The American
Mathematical Monthiy, v. 103, n. 3, p. 230-232, 1996.

KNISLEY, J. Calculus: a modern perspective. The American Mathematical
Monthly, v. 104, n 8, 724-721, 1997.
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OBEBEE, A., ZORN. P. Pro choice. The American Mathematical Monthly,
v.104, n, 8, p. 728-730, 1997.

KAPUT, J.J. Rethinking Calculus. leaming and thinking. The American
Mathematical Monthly, v. 104, n. 8, p. 731-737, 1997.

ASKEY, R. What do you do about Calculus ? First, do no harm. The American
Mathematical Monthly, v. 104, n. 8, p. 738-743, 1997.

STRIBLING, M.L. The influence of mathematics backgound and continuity of
coursework on sucess in college Calculus. Journal for Mathematical
Education. University of Kenucky (Dissertation) DAI, S1A, 1137 [DA
90252586], 1990.

GROU, M., COSTA, S. Ensenanza del Calculo por medio de proyectos. Anais
do ICMI 8 - Sevilha, p. 34, 1996, [Interse¢ao com o Grupo 2.).

POBLETE, A., GUZMAN, |, MENDEZ, C. Resolucién de problemas y
vanedades didacticas matematicas. Anais do ICMI 8 - Sevilha, p. 100,

1986. [Interse¢éo com o Grupo 1.).

DIAZ, M.V. POBLETE, A Tipos de problemas y evaluacion de los
aprendizajes en Calculo Diferencial. Anais do ICMI 8 - Sevilha, p. 102,
1996. [intersegdo com o Grupo 1.].

KIM, KH., KANG, O.K, SHIN, HS. Student difficulties in learning basic
concepts of Calcuius. Anais do ICMI 8 - Sevilha, p. 118, 1996 [intersecao

com o Grupo 4.].

SOARES, R.S., FOSSA, J.A Alternative assessment and learning Calculus.
Anais do ICMI 8 - Sevilha, p. 331, 1996,

MUNDY J.F., GOROFF, D. Evaluating and documenting calculus reform.
Anais do ICM} 8 - Sevilha, p. 430, 1996.
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TELLEZ. M.P.M. Sobre fa ensefianza del Caiculo. Anais do ICM} 8 - Sevilha,
p. 458, 1996.

ESPINOZA, L. AZCARATE, C. A study on secondary teaching system about

the concept of limil. Proccedings of the 19th PME Conference - Brasil, v.2,
p. 11-17, 1195, {intersegdo com o Grupo 5.].

PENCE. B.J. Investigating the impact of change in the Calculus curmiculum at

San Jose State University. Proccedings of the 19th PME Conference -
Brasil, v. 1, p. 216, 1195, [Intersegdo com o Grupe 5.].

KRASJCSIC, G.C. Observations ahout teaching mathematical definitions and
concepts to non-native speakers of English in Papua New Guinea.
Proceedings de Historia e Educacao Matematica (ICMI 8), v. I, p. 438-
444 1996,

DOWNS, J.M. On the notion of function. Proccedings of the 20th pME
Conference - Valencia, v. 3, p. 321-328, 1196. [intersecdo com o Grupo
5.]:

TUREGANO, P. Concept-images of the definite integral identified in secondary

school students. Proccedings of the 21th PME Conference - Finlandia,
P 293, 1187,

4. Grupo de histéria:

ARMELLA, L M. Calculus: history and cognition. Proceedings de Historia e
Educacao Matematica (ICMI 8), v.ll, p. 294-300, 1996. [Intersegao com o
Grupo 5.].

LAUGWITZ, D. On the historical development of infinitesimal Mathematics.
The American Mathematical Monthiy, v. 104 n. 5 p 447-445 1997




B6
Revisdo de Lileratura

SILVA-DYNNIKOV, C.M.S. O conceito de derivada no ensino da matematica
no Brasil do séc. XIX, o ensino de Calculo no Brasil. Proceedings de
Historia e Educacdo Matematica (ICMI 8), v.11, p. 80-87, 1996,

JOHNSON, P.E. Newton's realization of the Fundamental Theorem of
Calculus. Proceedings de Histéria e Educagao Matematica (ICMI 8), v i,
p. 358-364, 1996.

VAN MAANEN, J. The Calculus, out of the biue ? Proceedings de Historia e
Educag¢do Matematica (ICMi 8), v.|, p. 148-159, 1996.

5. Grupo de epistemologia:

WILLIAMS, S.R. The understanding of limit: three prspectives. Proccedings
Fourteenth PME Conference - México, v.i, p. 101-108, 1890. [Correlato ao

artigo a seguirj

WILLIAMS, S.R. Models of limit held by college Calculus students. Journal for
Research in Mathematical Education, v. 22, p. 219-236, 1991.

WHITE, P., MITCHELMORE, M. Conceptual knowledge in introductory
Calculus. Journal of Mathematical Education, v. 27, n. 1, p. 79-85, 1996.

MAMONA, J.C. Students' interpretations of some concepts of mathematical
analysis. Journal for Mathematical Education, University of Southampton,
United Kingdom {Dissertation) DAI, 51 A, 441 [BRDX89054], 1990.

DOWNS, M.J. Pupils’ interpretations of limit concept @ a comparison study
between Greeks and English. Proccedings Fourteenth PME Conference -
Mexico, v.l, p. 67-74, 1990.

SCHNEIDER, M. A propos de /'apprentissage du taux de variation instantané.
Educational Studies in Mathematics.v. 23, n. 4, p. 317-350, 1992,
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DIAZ, M.L., OTEIZA, M.F. Preconceptos en Célfculo supenor. Anais do ICMI 8
- Sevilha, p. 138, 1996.

VAZQUEZ. S.M.,, ASTUDILLO, G.T., ESTEBAN, 1.C. Andlisis de los conceptos
de limite y continuidad en los libros de textos de bachillerato. Anais do ICMi

8 - Sevilha, p. 268, 1998. [interse¢do com Grupo 3.].

AMIT, M. & VINNER, §. Some misconceptions in Calculus - Anecdotes or the
tip of an iceberg? Proceedings Fourteenth PME Conference - México, v 1,
p. 3-10, 1990.

HITT, F. The concept of function: continuity image versus discontinuity image.
Proccedings Fourteenth PME Conference - México, v.ll, p. 67-74, 1980.

[Intersecdo com o Grupo 3.].

BALDINO, R.R., CIANI, AB., LEAL, A.C. Can the average student learn

analysis? Proccedings of the 21th PME Conference - Finlandia, v. 2,
p.33-40, 1197.

ASPINWALL, L. et al. Uncontrollable mental imagery: graphical connections
between a function and its derivative. Educational Studies in Mathmatics.
v. 33, p. 301-317, 1997,

Ademais, devido a nosso embasamento epistemoldgico, resolvemos também
scenciar a seguir alguns trabalhos {item 3.2}, gue sao referéncias em nosso meio
émico ao falar-se em ensino e aprendizagem de Calculo ligados a produgéo

itiva dos alunos.

Esta breve revisdo, entretanto, pretende se limitar a observagdes
ionadas a respeito deste material bibliografico, que nos pareceu ter favorecido
fexdes dentro de nossa pesquisa relativa a produgio de significados para objetos

tituidos a partir do Caicuioc e de sua possivel diversidade. Nao poderiamos
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Jdeixar de mencionar que algumas dessas referéncias bibliograficas do item 3.2 sao
Utilizadas em varios dos trabalhos citados, principalmente os dos Grupos 5 e 3.

{com suas intersegdes no campo epistemoldgico).

3.2 REVISAQ DE PESQUISAS ENVOLVENDO ASPECTOS EPISTEMOLOGICOS
NO ENSINO E APRENDIZAGEM DE CALCULO

3.2.1 Linha cognitivista das pesquisas de D. Tall

Comegamos por destacar o trabalho de David Tall a respeito do pensamento
matematico avan¢ado que, inclusive, levou a formagado, em 1985, de um Grupo de
Trabalho do PME e a elaboragao da obra Advanced Mathematical Thinking a qual
compartilha com varios outros autores, abordando trés linhas mestras: a psicologia e
a natureza do pensamento matematico avang¢ado; a teoria cognitiva envolvida no
processo de concepcgdc deste tipo de pensamento; e publicagbes de pesquisas
cognitivas, em diferentes areas, envolvendo o ensino e aprendizagem do

oensamento matematico avangado.

Nesta obra, Tall (1991, p. 3), ao falar sobre o ciclo de atividades do pensar

~ matematico avancado, afirma que ele pode ser visto como aguele que, partindo da

. contextualizagdo de um problema na investigagao matematica, conduz a formulagéo
Ze conjecturas e ao estdgio final de refinamento e prova. Além disso, a possibilidade
ce definicdo formal e de dedugdo sao fatores que distinguem o pensar matematico

svangado em relagdo ao pensar matematico elementar.

Diz, ainda, que muitos dos processos (transicdo e reconstrugao mental,
~ generalizagéo e abstragéo, intuigao, rigor, anaiise e sintese) ndo sao exclusivos do
pensar matematico avangado, podendo ser encontrados em um nivel de pensamento

mais elementar. Sobre a passagem desse nivel elementar para o avangado, diz:

A mudanga do pensar matematico elementar para o avangado envolve uma
transicdo significante: de descrever para definir, de convencer para provar de um modo
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idgico baseado nas definigdes. Esta transicdo requer uma reconstrugéo cognitiva {...] £ a
transicao de coeréncia da matematica elementar para a consequéncia da matematica
avancada, baseia-se em entidacdes 3DSUrEl8s as Quars O maIGUD precisa constir

atraves de deducdes das definicoes formais (op. cit., p. 20, tradugdo nossa). ¥

No estudo dos processos cognitivos envolvidos na construgdo do pensamento
matematico  avangado, Tall considera dois aspectos complementares como
importantes: a crigtividade nNa geracac de novas idéias e o poder de convencimento
3a nogdo matematica de prova. O desenvolvimento desse processo de construgio
mental do pensar matermatico ele considera diferente da apresentagao que temos
dos conceitos e fundamentos "seguros” da matematica, mesmo na questdo da sua

ltgica em relagado & logica matematica.

Sobre conceitos, aproveitamos para fazer algumas colocagdes do nosso
modo de pensar. Nao nos parece ser evidente a dicotomizacao entre “conceitos
matematicos formaimente definidos” € 08 "processos cognitivos que os constituem”, conforme
Fatam Tall & Vinner (1981). Uma primeira dlvida paira quanto a essas defini¢oes
‘ormais de conceitos, pois, se sao definicdes formalmente aceitas pela comunidade
académica, nao sao mais conceitos, elas sdo definigdes, que podem ser
consideradas residuos da explicitagao (por alguém) de um conceito. Portanto, ¢ que
esta sendo fixado € uma definicdo, e ndo (como fica parecendo) g conceito ao qual
se quer chegar;, mesmo admitindo construgoes subsequentes relativas a um conceito
. \parecem acrescentar. mesmo, ou seja, um mesmo) durante o processo de
constituicao. Logo, "conceitos matematicos formalmente definidos’ $80, na verdade,

cefinigoes formais que, no processo de constiuicao, relacionam-se com um conceito.

Uma outra davida esta em afirmarem que, durante o processo mental de

econhecimento e manipulagdo de um conceito, muitas interferéncias {(conscientes

Mo original: “The move from elementary to avanced mathematical thinking involves a significant transition:
s from decribing to defining, from convincing io proving in a logical manner based on rhose definitions. This
sonsition requires a cognitive reconstruction {..]. It is the mransition from the cokerence of elememary
wmorhematics to the consequence of advanced mathematics. based on abstract entities which the individual must
sonstruct through deductions from formal definitions”.
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au inconscientes) afetam o seu significado e uso. O que querem que se entenda por
reconhecimento? Estabelecimento do conceito em um “icone”. guardando a
“semelhan¢a” de uma fotografia, como diz Pierce? Nao, certamente.
Acrescentamos, entio, por uma necessidade nossa, que ndo é questdo de re-
conhecimento, mas de tomar certas "coisas" como dadas (ndc a priori, mas dentro
da situacao) e a partir delas constituir significados ou outros conhecimentos e usos
que, uma vez referentes a um objeto, é comum dizer que o sujeito "tem" (produz)} um
conceito a respeito. Mas também que nem sempre se consegue manifestar (de um
modo razoavel e aceitdvel) um conceito em uma definiggdo de certa forma
“correspondente”, ou mesmo que tenha que existir sempre um "conceito matematico

formalmente definido”, uma definigcao.

Citamos, como exemplo, a questao de "numero”. De um modo geral (nac
especificando em nimero inteiro, real, ou outro), para a comunidade matematica,
qual foi a definicdo aceita no século passado (para nao ir muito longe)? Seria uma
iemeridade dizer que nao se produzia qualquer conceito a respeito de nimero. E
noje? Vamos ter que fazer divisdes na comunidade dos matematicos para saber
gual a defini¢do conceitual aceita? Certamente que nao. Adota-se uma, dependendo
da situacao e da demanda de seu uso. Sabemos que ¢ conceito de numero é ailgo
que constantemente ¢ elaborado, e qualquer definigao conceitual que se possa
construir sofre influéncias, inclusive em campos ndo matematicos, como o da

inguagem _ "o conjunto de todos 0s conjuntos equivalentes a um conjunto dado " _, € 0O

2

csicologico _ resultado da construgao de uma estrutura cognitiva _.°. Por vezes,

admero _ como um conceito que tem sua constituigao citada em meio a um processo

* A definido de miimere como "o conjunio de todos os conjuntos equivalentes a um conjunio dado” esta em
Ferreira (1995, p. 459), onde encontramos uma circularidade nas definigdes. uma vez que conjunto é designado
womo "qualquer colegdo de seres matemdticos" e colegdo como "conjunto ou reunido de objetos da mesma
aaiuresd ou que tém gualguer relagdo enire siv'.

£m termos psicologicos. temos exemplo na génese epistemolégica de Piaget, nas construgdes de estruturas
cognitivas. onde encontramos miimero como: "wma colecdo de objetos concebidos ao mesmo tempo
sauivalentes e seridveis”. Para ele: "...o mimers organiza-se, etapas por etapas. em estreita solidariedade com
3 elaboragdo gradual dos sistemas de inclusdes thierarguia de classes légicas) e de relagles assimémricas
‘seriagdes qualitativas), constituindo-se assim a série dos nimeros como sintese operatdria da classificagdo e
41 seriacdo.[Grifo nosso) (Battro. apud Piaget. 1978, p. 168)".
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genealdgico. "O conceito abstrato de numero € o resuftado de um Jongo processo de
Jesenvolvimento com a invengdo da escrita constituindo uma clara e definida demarcagdo

(Damerow, 1996, p. 296)" _ ou numero em um "pensar aigébrica” COMO;

...qualquer elemento do comjunto de base de uma estrutura algébrnca. [..}
Segundo nosso ponto de vista, numeros nalurais. inteirvs, reais e complexos s&o
numeros, mas tambem o s30. polinbmigs, vetores, matrizes, permutagdes, conjuntos, e

assim por diante, sempre que estiverem sendo considerados do ponto de vista da

estrutura algébrica correspondente (Lins & Gimenez, 1997, p. 152).

Em outras palavras, por ser "algo" ilimitado e com caracteristicas potenciais, é
2m meio a um processo dialético aparente, em uma trama de mediagdes com o
‘objeto” a ser conceituado, que se produz um conceito, a3 medida que agimos e
falamos. Um conceito, por ter esta caracteristica de ser muito "volatil”, escapa
faciimente de qualquer tentativa de controle na pratica de observagdo da
aprendizagem. Como é percebido? Nas atividades do sujeito, através da atengdo e

estudo do processo de producdo de elementos epistemoldgicos: os simbolos, os

significados, seus modos de produgdo, os objetos, os conhecimentos, e

principalmente as relacdes (mediagbes) entre eles. Pois sdo esses os contribuintes
ma constituicdao de representagdes simbdlicas, inclusive de uma definigao.

Uma relativizagdo a respeito da definicdo de um conceito. nas palavras de

Tall & Vinner, pode ser observada a seguir:

A definicdo de um conceftc (se existe uma) € um assunto completamente
diferente. Nos otharemos a definigdo conceitual como sendo as palavras usadas para
especifiicar aquele concetto. {...] De qualquer forma, a definigdo conceitual € dada ou
construida por ele mesmo [0 estudante], ele pode vanar com o tempo. Deste modo, uma
definicdo conceitual pessoal pode diferir de uma definigdo conceitual formal, a mais
recente definigdo conceitual a qual é aceita pela comunidade matematica em geral (Tall

& Vinner. 1981, p. 152).°

" Originalmente: “Whether the concept definition is give to him or constructed by himself, he mav vary it from
B [0 time. In this way a personal concept definition can differ from a formal concepr definition. the laiter
eing a concept definition which is accepted by the mathemartical community at lurge.
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Ele define “imagem conceitual’ como sendo a estrutura cognitiva total (incluindo
28 processos, propriedades e imagens mentais) associada ao conceito. Fala sobre

oS conflitos cognitivos que podem ser gerados pelas “imagens conceituais e definigdes

ronceituais” frente as “imagens conceituais evocadas” pelos alunos e as “definicdes conceituais
forrmais”. Segundo ele, a “imagem conceituai evocada’ € em geral uma porgao da “imagem

canceitual’, ativada momentaneamente.

Posteriormente, no artigo publicado com Gray (Gray & Tall, 1994, p. 121) eles
consideram a dualidade entre processo e conceito em Matematica. Representam
ambiguamente o "amalgama” da combinagdo cognitiva de processc (process) €
conceito (concepts) que podem ser evocados por um mesmo simbolo em proceitos.

Em suas palavras:

Um proceito elementar ¢ ¢ amalgama de trés componentes. um processc que
produz um objeto matematico, e um simbolo que representa ol O processo ol o

objeto. {...] Um proceito consiste de uma cole¢do de proceitos elementares que tém o

mesmo objeto {grifos nossos].

Exemplificam como um proceito elementar os primeiros estagios de como
wemos um numero. Inicialmente, dizem eles, o simbolo 3 evoca tanto o processo de
zontagem “"um, dois, trés" quanto o numero propriamente. Trés & um conceito
acstrato, mas com o seu uso {na comunicagdo) e na acao sobre ele através das
operagbes aritméticas (evocadas pelo simbolo "1+2", "1+1+1", e outros) ele cresce
e&m seu significado (literal), ligando os aspectos processual (da operagdo) e
conceitual. A combinagao do pensar conceitual e processual, que o simbolo 3 acaba

zor evocar, eles denominam de pensar "proceptual” (proceitual)

: " 4 essa combinagio mencionam também a operagdo de " ‘encapsuiagdo’ {encapsulationi de um processo (no

 zxzmplo, 6 de contagem’) como objeto (um numero. com seu conceitos: ‘The sequence of numher words
Becomes part of a procedure 1o poimt at sucessive elements; each number word is uitered in turn until the last
word is fdentified as the number of elements in the collection. in this manner we see the process of conting
escapsulated as the concept of number.” Para eles: "The cognilive process of forming a (siatic} conceptual

ety from a {dvnamic) process has variously been called ‘emtification’ (Kapwt. 1982), ‘reification'tSfard,
1559 1991}, and ‘encapsulation’ (Dubinsky, 1991)" {op. cit.. p. 118-119).
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Seus demais trabalhos se valorizam, para nos, a medida gue trazem para
reflexao, dentro do estudo da aprendizagem, as idéias e dificuldades dos alunos,
como relevantes. Podemos observar essa insercéo no estudo das dificuldades dos
alunos na aprendizagem de conceitos, de seus fatores de confito cognitivo,
referentes a: limites e continuidade (Tall & Vinner, 1981, p.154-168 e Tall, 1980a),
infinitesimais (Tall, 1981 e Tall, 1982), infinito (Tall, 1980b}, uso do computador (Tall,
1991) e, mais recentemente, no estudo das "unidades cogm‘rivas"s {Bernard & Tall,
1997), entre outros.

3.2.2 Obstaculos epistemologicos: as ideias de Cornu, Sierpinska e

Rezende.

Os trabalhos desses autores aos quais nos reportaremos tém como base a

“definicdo conceitual”® de obstaculo epistemolégico, segundo Bachelard e

Brousseau, como sendo causas inerciais, de estagnacdo, na constituigdo de
conhecimentos: € um conhecimento que satisfaz durante um certo tempo {por
resolver determinados problemas), mas que, perante um novo problema ao qual nao

& adequado, nio se enxerga a inadequacao (cf. Cornu, 1983, p. 30). 7

" Em trabalho apresentado na 215t Conference of the International Group for the Psichology of Mathematics

Zducation - 215t PME. T. Bernard e D.Tall designaram uma pega da estrutura cognitiva que permanece no foco
de atengdo (para determinada pessca) como wridade cognitiva. Pode ser um simbelo ("1+1 € 2™), um fato ("a
_somaz de dois nimeros pares € um par'). uma refagdo, wn teorema. e assim por diante. A partir dessa idéia.
ctservam as unidades cognitivas e conexdes feitas por estudantes em provas matematicas da irracionalidade de

v2eded3.
" “Definicdo concettual™ conforme citagio de Tall que fizemos anteriormente.

~ %as palavras de Bachelard (1971, p. 165). "...¢ no proprio ato de conhecer. intimamente, que aparecem, por
w=a espécie de necessidade funcional. lentiddes e perturbagdes. E agui que residem causas de estagnagdo e
mesmo de regressdo. € aqui que lremos descobrir causas de inércia a que chamaremos obstdculos

woistemoldgicos ™.
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Abrimos um paréntese para dizer que. nos termos propostos no MTCS, a
estagnagao fica por conta da impossibilidade de produgdo de determinados

significados.®

Em seu artigo Sierpinska (1987, p. 371-397) relata uma pesquisa com grupos
e estudantes de Arquitetura diante das dificuldades que denomina de “obstacuios
m=iativos a limite” em Calculo. Esse artigo faz parte de um projeto mais amplo para
elaborar situagdes didaticas com o objetivo de ajudar também a estudantes de

Matematica e Fisica do Warsaw Liceum, onde lecionava.

No referido artigo, ela coloca a necessidade de aparecimento de conflitos
mentais para superar obstaculos, guiados pela escolha de contextos matematicos
oroprios a situagao. Dentro desse principio, trabalha a parte experimental da
oesquisa com o0 contexto relativo a séries infinitas, tendo como um fator dessa
escolha 0 desenvolvimento histérico do Calculo ligado a séries infinitas. Tem como
sbjetivo auxiliar 0s estudantes a superarem obstaculos concernentes a compreensao
20 conceito de limite. Explicita as nogdes de conhecimento cientifico (empirico,
formal, escorado em simbolos), infinito, fungao e nimeros reais, como as principais

‘ontes de obstaculos relativos a limite.

Sierpinska, em um outro artigo, relaciona a nogadc de significado diretamente

2 2e "compreensdo de conceito™

Compreender © concero serd concetiolo como o alo oe caplar seu Signicado
Este alo serd provavelmente um alo de Qenersizacdo e Ssinlese e sSigrricacos
relacionados a elementos particulares da “estrnudura” do conceito (a estrutura é a rede de

sentidos das sentencas que consideramos).  (Sierpinska, 1990, p. 27).

Ainda em sua pesquisa envoivendo estudantes de Arquitetura (c¢f Sierpinska
1887, p. 371-397), a fim de atingir seus objetivos, ela valoriza as falas dos alunos

2 suas analises das sessdes junto aos mesmos, nas quais ndo so observa, mas

¥ %o Capitulo 3, falamos mais a respeito.
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interage com eles em meio as suas atividades. E uma ‘“observadors ativa”® Essa
metodologia de pesquisa participante nos parece adequada ao seu objetivo de
auxiliar os estudantes na supera¢do de obstaculos, porém, no referente as suas
analises, tanto das "compreensées das concepgdes dos estudantes’ quanto de suas atitudes
em dire¢do a producdo de conhecimentos matematicos, deve ser levada em
consideracio a interagio significativa de sua participagdo, ou seja, de analises de

compreensdes e producdes de alunos sob sua interferéncia ativa.

Nas conclusdes dessa pesquisa ela escreve gue nenhum dos obstaculos
epistemoldgicos foi completamente sobreposto, mas que o ponto inicial para que
isso aconteca pode ter se estabelecido nos conflitos mentais. Ela enfatiza as
diferencia¢cdes de atitudes dos estudantes de Arquitetura, em relagdo aos de
Matematica, frente ao uso de ferramentas matematicas. O que acreditamos'® poder
ser ocasionado pelo contexto social, pois, enquanto estudantes de Arquitetura, as
demandas e 0s seus interlocutores em relagdo 4 Matematica sdo completamente

diferentes daqueles de um estudante de Matematica.

O ser humano age com relagdo as coisas na base dos senlidos que elas tém
para ele. Estas coisas mcluem todos os objetos fisicos, outros seres humanos (amQos
ou inimigos), instituices, iéias valonzadas (honestidade), atividades dos outros e
oulras situagdes que o individuo encontra na sua vida cotidiana. [...] O sentido destas

coisas ¢ derivado. ou surge, da interagdo social que alguém estabelece com seus

companheiros (Blumer, apud Haguette, 1980, p. 31).

* 7 Esta designagdo de “observador ative” e "observador pussivo” (Schwanz & Schwartz, apud Haguette. 1990.
p.64} distingue os papéis do observador quanto a sua interagao com os observados.

7' Nio ¢ mera conjectura essa influéncia sentida em relagfo a diferentes cursos. Tornou-se uma crenga. que leve
por auxilio as observagdes vividas (pela pesquisadora deste trabalho) enquanto professora de Caiculo e
Ceometria para varias turmas de Arquitetura.
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Bernard Cornu (1983), em sua tese de doutorado: Apprentissage de /a notion
de limite. conceptions et obstacles, ao pesquisar sobre a nog¢ao'' de limite via
obstaculos episternolégicos, diz que esta nao pode ser desenvolvida sem considerar
outras nogdes que sac desenvolvidas paralelamente e ligadas a ela, e que juntas
compdem 0 “campo concettual’ em relagado ao conceito de limite. Para realgar essas

sutras nocoes em relacao a limite, faz uso constante da Histéria da Matematica.

O autor observa bem que, dentro da aprendizagem de limite, temos a nogao
de limite e sua definigdo (weirstrassiana, por e e d) como duas coisas relativamente
separadas, distintas. Por exemplo, nos seus respectivos usos: com a definigdo,
demonstramos que o “limite da soma & a soma dos limites” mas nao calculamos um

limite.

Historicamente, diz que a nogao de limite funcionou para muitos matematicos
antes que se tivesse a definicdo atual. O nosso modo de ler e refletir sobre a
nistoria'? nos faz discordar sobre o modo desta abordagem de Cornu a respeito de
sua génese da nocao de limite, buscando premissas desde construgoes gregas,
como os paradoxos de Zenon e o calculo de area do circulo pelo meétodo da
exaustio (de Eudoxo). Para nos, a “nogdo de limite” so € possivel de ser pensada
como tal (como atuaimente pode ser admitida) depois que se produziram
significados e relagbes, permitindo-nos pensar e enunciar a partir do “objeto
) matematico”: limite. Antes disso, era outra coisa, produziam-se outras nogoes, outros
conhecimentos.” A "semelhanga' acontece porque, ao ler a histéria passada,
produzimos juntamente significados presentes, objetos e relacdes que parecem

entao terem sido possiveis.

" Vamos entender no¢do como um “pseudoconceito”. parafraseando Vvgotskv. no que diz respeito a
anterioridade e ligagdo proxima a conceito. Para Comu (1983, p. 23-24) parece haver uma certa ambigliidade
mire comceito de limite e nogdo de limite.

“ No Capitulo 1, item 1.3.2. falamos sobre esse modo de reflexdo usado em nossa pesquisa historico-
epistemologica.

* Conhecimento como considerado no MTCS (Capitulo 3).
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Portanto, € mais aceitavel dizer, a nosso ver, que essas outras nogoes
iembora diferentes) possam, com nossa leitura, estar "proximas” da nogao de limite,

do que dizer que sejam "pmamissas da nogado de iimite” (cf. Cornu, 1983, p. 41).

Cornu enriquece sua pesquisa, ao estabelecer e investigar com os estudantes
0 que denomina de concepgdes espontineas e concepgbes proprias. POr concepgies
espontaneas trata as idéias que um sujeito tem a priori, antes de uma organizagao
pelo ensino e aprendizagem. E, por concepgdes proprias, as concepgbes pessoais que
os alunos formam tanto das concep¢des espontaneas quanto a partir do ensino, e
que, como ele mesmo diz, sdo analogas a imagem conceituai tomadas por Tall &
Vinner. Sua investigagdo analisa essas concepgdes, utilizando problemas propostos

aos alunos, nos quais procura explorar expressdes particulares referentes ac estudo

- “de limite, como "tende na direcdo de" (tend vers) e a palavra "limite". Essa parte de

seu trabalho foi particularmente interessante para nés, ao refletirmos sobre as
enunciagdes feitas envolvendo o que chamamos de estipuiado de limite,' tanto nas

observagcdes em sala de aula de Calculo como nas entrevistas.

Bem como Cornu, Wanderley M. Rezende (1994), em sua disserta¢ao de
mestrado: Uma andlise historico-epistémica da operagdo de fimite, tendo o mesmo
referencial tedrico sobre obstaculo epistemolégico, defende a idéia de que os
obstaculos epistemologicos nao apresentam apenas aspectos negativos, mas sao
- :ambém fatores de progresso para o conhecimento da opera¢&o de limite. Nessa
dire¢do, trabalha com quatro obstaculos epistemologicos que considera basicos, que
sao: a transposigao metafisica, a transposigdo cinética. a transposi¢ao numerica € a

reticéncia ao infinito.

As posigdes de Rezende s3o explicitas a respeito do “conhecimento

matematico” ser uma constru¢do (uma elaboragdo humana sujeita a mudangas), feita

* No Capitulo 3, falamos dos Campas Semdnricos que consideramos em refagdo a um nicleo constituido a
partir de estipulacdes locais de limite.
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em diregdes estabelecidas por intervengdes que incidem na produgéo cientifica ¢
sao motivadas por fatores politicos e econdmicos. Pensando na producdo
matematica, podemos dizer que, dentre os diversos motivos sociais envolvidos nesta
orodugao, esses fatores tém realmente peso. E que, mais especificamente dentro da
demanda que impdem ao sujeito produtor (matematico ou nao), temos como

destaque o fator subjetivo do poder explanatdrio desse sujeito.

3.2.3 Uma analise do pensamento diferencial: em Cabral e Cassol

A dissertagdo de mestrado de Tamnia B. Cabral (1992), Vicissitudes da
Aprendizagem em um curso de Calculo, tem uma diregao epistemoidgica ao
oromover analises a respeito da formacao do que denomina de pensamento
diferencial.” envolvendo a produgido de significados. Embora, em primeiro plano,
tenha uma articulagdo e interesse préprios com uma proposta didatico-pedagoégica
|Assimilagao Solidaria - AS),'® visando a expor uma compreensao das dificuldades
aspeciais existentes no processo de aprendizagem de alunos em uma sala de aula
de Caleulo. Com esse objetivo, a pesquisadora participou, regularmente durante um
ano, como observadora do ensino em uma turma de Calculo | para Licencietura e
Bacharelado em Matematica, tendo paralelamente acompanhado um grupo de
alunos (da mesma turma} com dificuidades especiais em Calculo |, os quais

-~ desenvolveram um frabalho ("ensino remedial”) em sessdes noturnas .

Em meio as compreensdes e produ¢des dos alunos em sala de aula, devido a
AS adotada, Cabral considerou importante investigar o tempo de trabatho produtivo € ©

sempo de trabalho sociaimente necessario a0 €nsino e aprendizagem, para estabelecer

" Segundo essa autora. o pensamento diferencial congrega a nogdo de fungio relacionada a um pensamento
»zebrico e geoméiTico que permite a aprendizagem do aluno em Calculo.

-~ Assimilagdo Selidaria é tida como “umu merodologia alternativa ao ensino tradicional, fundada na medida
a0 tempo de trabalho produtivo como critério de aprovacde”. Para melhores referéncias, ver Baldino, Cabral &
Sarbosa (1991).
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uma comparagao baseada entre o tempo institucional e o tempo didatico (conforme
- Chevallard).

Nesse trabalho, os aspectos tedricos epistemolégicos sobre a produgéo de
significado sao fundamentados na feoria do valor signo de Baudrillard e relacionados
as teses de Althusser, quanto as praticas sociais e a ideologia no estudo das suas

condigbes de produc¢io.

A ideoiogia, nos termos de Aftusser, ou trabaiho de significagdo, nos tenmos de
Baudrillard, permitem que analisemos as vicissitudes do aluno como uma das formas que

comparecem no jogo de que toma parte. qual seja, valorizar a mercadona de que dispbe:

sua forga de trabatho (Cabral, 1982, apresentag¢ao do v. Delta).

As conclusdes, quanto aos significados, sdo entdo construidas na pratica

educativa. Sobre iss0, a pesquisadora afirma:

O sgnificado do querer declarado dos alunos, a aceitagio do novo jogo em nive!
do discurso oral, corrobora a consirugdo do codigo profissional, enquanto 0s significados

de suas agbes, vistas por nos como séries de acontecimentos discursivos. corroboram a

construgdo dos codigos familiar e escolar (Op.cit., v. Delta, p. 161).

Os dados recolhidos do trabalho de campo foram obtidos por meio das
fécnicas de entrevistas, observagdo participante e uso do diario de campo.
- Juntamente com esses dados, a cada relato das sessfes, a pesquisadora inclui o
‘que denomina de uma “proto-analise’, na qual faz um exame dos acontecimentos
(falas dos alunos e do professor, as reagbes em nivel psicolégico, pessoals, 0s
encaminhamentos dos grupos de trabalho e do grupaoc e as estratégias dos alunos e

do professor).

Nas conclusdes finais, procede a uma analise global de todo o processo

vivenciado.

Tanto nas proto-analises, quanto na analise mais global, cbserva-se o uso de
uma analise criteriosa, com descrigdo meticulosa e com inferéncias pessoais de

interpretagdes a respeito das dificuldades de compreensado dos alunos. Essas
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oontuacdes reaicam principalmente guestdes psicoidgicas {cognitivas e afetivas)

2nvoividas nas dificuidades e nos conflifos do ensino e da aprendizagem de Calcuio.

Entre as considera¢des finais do seu trabalho, como primeira proposta de
continuagdo da pesquisa, esta o investimento em psicanalise para abordar a

auestdo do “desej 7 Como segunda proposta: ... continuar o estudo da formagéo do

sensamento diferencial, como articulagdo de campos semanticos ...”

A respeito dessa sequnda proposta, podemos dizer que, de certo modo,
crocuramos contempla-la no decorrer de nossa pesquisa, ao estudarmos a

constituicao de alguns significados e objetos a partir do Calculo.

A dissertagao de mestrado de Cassol {1987): Produgdo de significados para a
denvada, tendo por base uma analise de significados para derivada, tem maior
oroximidade de nossa pesquisa, em termos tanto dos fundamentos tedricos
2oistemologicos _ centrados no Modelo Teédrico dos Campos Semanticos (MTCS) _,

2uanto dos procedimentos metodologicos.

Segundo esse autor, o MTCS foi adotado por corresponder & sua propria
forma de analisar o ensino e aprendizagem no que concerne a énfase dada ao

2ensar do aluno.

Apos uma exposicdo do MTCS, Cassol passa & analise dos signhificados
sroduzidos pelos alunos para derivada, considerando cinco campos semanticos: o
“Campo Semantico da Variagao fnstantdnea (CSVI): denvada como taxa de vanagéo instantanea”, ©

“Campo Semantico do Limite {CSL): derivada como um mite”, © "Campo Semantico da Declividade:

"~ A Jinha de psicanalise lacaniana é a citada pele autora que, desde 1990. iniciou seus estudos sobre a
‘=xperiéncia analitica lacaniana. Podemos dizer que suz pesquisa tem em Lacan uma base tedrica. pois sdo feitas
wenas referéncias aos irabalhos e conceitos fundamentais de Lacan. Em janeiro de 1998. come resuliado das
s=lzxdes de Cabral sobre a conexdo Educagio Matematica - Psicanalise, temos suz lese de doutorado:
“loniribuicdes da  Pscandlise 4 Educagde Matemdiica: a logica da imtervengdo nos processos de
‘wrendizagem”,
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denivada como deciividade”, O "Campo Semdantico da Velocidade (CSV): derivada como medida de

sariagdo”, € 0 "Campo Semdntico do Formulario (CSF): denivada como resultado de uma formula’.

Essa analise & feita por uma metodologia qualitativa, abrangendo as
seguintes fontes: 1. teste de sondagem _ aplicado a alunos que ja haviam cursado
recentemente a disciplina (38 alunos de graduacao e 21 do curso de especializagao)
_ 2. entrevistas gravédas _ com doze alunos seiecionados no teste de sondagem, em
duplas ou individualmente, através de perguntas semi-elaboradas _; 3. atividades de

ensino _ observacgdes (escritas ou gravadas, pelo pesquisador, em sala de aula) _.

O teste de sondagem, por ser composto de cinco questdes desdobradas em
‘subitens e ter sido aplicado em muitos alunos, constitui-se em um volumoso material

para exame.

Por exemplo, a primeira questao consta de:

1. Abaixo vocé tem um conjunto de afirnacbes sobre derivadas. Diga quais sdo as que vocé
Julga corretas e quais julga incorretas. Solicita-se cuidado especial em justificar as respostas.
1.1 - Derivada de uma fungédo f nurm ponto a € a reta tangente ao grafico de [ neste ponto.

cometa = incorreta
Justificagdo:
. Jilx A - fix
1.2 - Denvada de uma fungdonoporto @ é o lim j ( : —M
Ax =i Ax
cometa incorrela
Justficagao:
e o) AR ey
1.3 - A derivada de uma fungao num ponto x =x; ¢ \im A
REEETI) s
X~ X
correta incorreta ~
Justificagso:

1.4 - O valor da derivada da fungdo f é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico
de f, nos pontes onde existe fengente ao grafico de [ :

comreta incorreta
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Justificagda:
’ ’ LAY
1.5 - A dernivada de y = f(x) & a razdo E

S840 0SS acréscimos das varnaveis

independente, respectivamente.

correta mncormeta

Justficagdo:

1.6 - A denvada mede a vanagdo média da quantidade representada pela vanavel
dependente de uma fungdo em relagdo a quantidade representada pela variave!
independente;
comreta  _ incorreta

Justificagdo:

1.7 - A denvada mede a varnagdo instantdnea da quantidade representada pela variavel
dependente em realgdo aquela representada pela vanavel independente,
cormeta = incorreta
Justificagdo.

O tipo de analise feita, demonstrada no corpo do trabalho para a primeira e
segunda questdo, indica que Cassol, além de proceder a uma distribuicao
percentual, segundo as respostas dos alunos de forma: correta, incorreta, sem respostas,
Justificagdo, conforme consta de um gquadro a pagina 106, também analisou essas

respostas, dispensando atencao especial as justificagoes.

A parie de descricio e analises das atividades dos alunos, incluindc essa
~ dos testes de sondagem, que constam nos Capitulos 3, 4 e 5 & feril em
contribuicdes e observagdes para professores que lidam com ensino e apredizagem
' de "derivada” e para pesquisadores que, como nds, se interessam pela produgéo de
conhecimento e investigacdo do pensamento diferencial. Por exemplo, a respeito

das questdes 1.2 e 1.3 {citadas), entre outras coisas, encontramos:

5S40 66% dos alunos que juigaram corela a guestdo 1.2, mas apenas 24%
julgaram correta 8 1.3. A questdo 1.2 esté apresentade na forma usual de definigdo na

bibliografia e, por consequéncia, na sala de aula. Enquanto que a definigdo de derivada

1
]
2
3
B
&
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-4
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apresentada na forma 1.3 ndo é tao frequente. Isso mostra que ndo € suficiente dizer gue
a derivada e um limite, mas & preciso dizer que & um limite posto de determinada forma:
a forma expressa na questac 1.2. Esta & que constitui a denvada, ndo aquela posta na

gquestdo 1.3 A presenca de D é falor de identificagdc com denivada. As justificagdes por

desenhos mosiram isso.

Em suas conclusGes, além dos pontos cruciais ressaitados a respeito das
produgdes de significados para derivada, reforcamos como importante sua

constatagéo a respeito das enunciacdes dos alunos nas estratégias pedagoégicas:

affrmamos que o instrumento que methores fntos produziv para a
aprendizagem da derivada foi a busca Incessante de significados declarados para toda

afirmacac profenda e toda operagao execitada.

3.3 ALGUNS TRABALHOS DO GRUPO 5: EPISTEMOLOGIA E CALCULO.

Neste item, optamos por uma resenha descritiva de alguns dos trabalhos do
Grupo 5, deixando nossas consideragdes criticas para as consclusdes finais deste
mesmo item, devido as intersegbes notadas. A escolha deste grupo foi motivada

oela tematica: Calculo e Epistemologia.

O artigo de Williams (1991), Models of imit held by college Calculus students,
e realtivo a estudos feitos sobre o "entendimento do conceito de Kmite" para dez
estudantes, selecionados entre trezentos e quarenta € um, de salas de aula de
segundo semestre de Calculo, mediante um questionario inicial com trés questoes
sobre limite. Apds essa selecao, seus procedimentos foram em funcdo de trés
abjetivos: {a) exibir a existéncia de modelos alternativos ou informais sobre limite
entre os estudantes; (b) provocar, por meio de atividades, um estado de "conflito
cognitive” que levasse 0s estudantes a mudarem suas concepcdes alternativas, de
modo que passassem a refletir uma concepgao mais formal; (¢) documentar os

fatores de tal mudanca.
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Ao iniciar seu artigo, 0 autor aponta os estudos de pesquisadores (Davis &
Ninner, 1988, Tall & Vinner, 1984 Sierpingka 1987, Cornu 1983, entre autras) que
confirmam as dificuldades dos estudantes de um completo entendimento do conceito
de limite, em que um conceito formal de limite € norteado pela definicao formal de

limite por épsilon-deita (desde Cauchy).

Em sua fase de pesquisa de sessdes de atividades e enirevistas com os
alunos (cinco sessdes em sete semanas), Williams mostra que existem outros
entendimentos adquiridos pelos estudantes ja submetidos ao ensino de limite, e que
sao entendimentos paralelos que geralmente os fazem preterir a definicao formal de
limite. Diz que, apesar desses entendimentos paralelos ou modelos informais de
limite parecerem suficientes aos alunos na resolugdo da maioria das guestdes que
enfrentam em seus cursos de Calculo, eles podem "conduzir a sérios equivocos e interferir
na aprendizagem futura'. Mas ele demonstra dificuldades em poder discriminar os

estudantes mediante tais modelos ressaltados nas atividades feitas com eles:

. 0§ estudantes frequentemente descrevem seus entendimentos de limite em

termos de dois ou mais destes modelos informais e séo disposios a aceftar diferentes
descricbes de limite como validas. Desde que os conceitos de limite dos esfudantes

parecem ser amalgamas complexos de idéias informais, é extremamente dificil classificar

os estudantes em categorias distintas (Williams, 1991, p. 223).

Embora também explicite o estudo de algumas "variagées idiossincrassicas” de
modelos de limite, segundo o autor, os dois tipos mais comuns de modelos
alternatives construidos (ou modelos espontdneos de limite, como denominados por
Cornu) e utitizados pelos estudantes pesquisados sdo caracterizados em: “imite visto
como algo ndo atingivel” € "“fimite visto em um processo dindmico’, sendo que este segundo
medelo descreve um processo de avaliar uma fungéo em diferentes valores cada vez
gue esses valores estiverem mais préximos de s ( f(x) — L quando x —s) ou
descreve um processo mental de imaginar pontos sobre um grafico movendo-se

cada vez mais proximos de um ponto limite (cf. op.cit., p. 228).
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Quanto a tentativa de criar confiitos cognitivos que provocassem um
abandono de suas concepgdes alternativas € uma mudanga conceitual, nem sempre se
mostrou bem sucedida, principalmente devido a combinagdo de fatores que,
segundo Williams, dificuitam aos estudantes apreciarem a necessidade da definicdo
formal de limite. Dentre esses fatores, os mais influentes so : a ¢crencga na verdade
matematica, a simplicidade e praticidade dos modelos alternativos de limite, as
axperiéncias prévias com graficos de fungdes {fazendo com que tomem graficos a
oriori} e as crengas arraigadas na eficacia de seus modelos mentais, perante as

zemandas nas salas de aula de Célculo.

Em suas conclusdes, esta a sugestac de que, para melhorar o entendimento
20s estudantes a partir da definicde formal de limite, é necessaria uma "instrucao
suwdadosa e explicita ©, que estime os diversos modelos de limite construidos pelos
2studantes bem como os tipos de conhecimento avaliades (como os a priori de

araficos e funcoes).

O trabalho de White & Mitchelmore (1998), Conceptual knowledge in
wroductory Calculus, fundamentado em sua tese de doutorado, relata a
westigagdo com um grupo de quarenta estudantes de graduagao em Matematica, a
respeito da aplicagac de conceitos quanto a taxas de variagdo instantanea para

sesolver problemas aplicados.

O método Investigativo baseou-se em dados obtidos em quatro testes
zclicados aos estudantes em diferentes ocasides: antes, durante, ao final, e seis
semanas apds o curso introdutdrio de Calculo por um semestre; e, também, em
2ados de entrevistas com quatro estudantes de cada um dos dez grupos em que
Soram divididos. Segundo os autores, as entrevistas serviram para clarear e

=omplementar os dados escritos.
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Os probiemas dos testes foram construidos de modo que, aiém de
requererem dos estudantes o envolvimento com taxas de variagdo ou maximizagao
(derivadas), tinham uma diversificagdo em quatro versdes, apresentadas uma de
cada vez em cada uma das ocasides acima mencionadas. Essa diversificacéo ia de
uma versao A, na qual os alunos tinham que saber transpor e equacionar todas as
razdes para um modo simbdlico proprio e depois operarem, a outras versdes 8, C, &
D, em que gradualmente as informagées das taxas de variagao foram cada vez mais

sendo dadas em formas simbdlicas reconhecidamente prontas para serem operadas.

Por exemplo:
A) Se o lado de um cubo esta decrescendo a uma razao de 2 centimetros

por minuto, a que razao esta contraindo o seu voiume quando o volume
do cubo & de 64 centimetros cubicos?

8) Dado que x é decrescente a razdo de -2 centimetros por seqgundo e

V=x®, encontre E;K quando V = 64.
'

C) Dado %= -2 e V=x, encontre % quando V =64,
t

D) Dado que a —‘{K 4z V=x e & -2, encontre v quande
a dx dt dt

'! V=64,

Antes de proceder as analises dos dados, os autores fundamentam alguns
contos tedricos basicos. Um deles é que a matematica avangada necessita de
conceitos abstratos _ conceitos formados em um processo de "abstragao”, '® que é
sumarizado por Dreyfus (1981) na seqléncia: generalizacdo — sintese — abstragdo €, de

modo similar, por Sfard (1991) em: interionizagdo > condensagdo — refficagdo. '° Ainda a

* tbstracido tomada como um processo de identificar certas propriedades invariantes em um conjunto de varios
dados. no qual as generalizagdes sdo sintetizadas a partir desses dados em novas abstragoes (cf. Skemp, apud
“White & Mitchelmore, 1998, p. 80).

' A palavra “reificagio ¢ uma traducio nossa da palavra inglesa “reffication”, uma vez que ndo

sossuimos tradugdo exata em uma dnica palavra em portugués. Conveém explicarmos, portanto. que entendemos

- “reificagdo™ como um processo de “coisificacdo™, transposi¢o de um processo abstrato e dindmico em um objeto
estatico (uma “coisa’).
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esse respeito, de processos e objetos, os autores citam Gray & Tall (1994}, ao
referirem-se a0s “procepts’ (amalgamas de processos e conceitos em um mesmo
simbolo), e falam de sua importancia na formagao de conceitos gerais-abstratos, obtidos

nas varias repeti¢ies da seqlUéncia generalizacdo — sintese — abstragao.

Outro ponto € sobre o conhecimento procedimental _ procedural knowledge
como um conhecimento de procedimentos padrées de aprendizagem, que dizem
poder oy nao estar fundamentado em um conhecimento concertual, 20 e que, casc nao

esteja, ele nada mais & do que um "conhecer de regras sem conhecer como elas funcionam”
{White & Mitchelmore, 1996, p. 81).

Ao analisar as resolugdes dos problemas pelos estudantes, os autores iniciam
| ~por dizer que eles agem de acordo com esses pontos teoricos citados, onde, no
primeiro passo, eles necessitam identificar os conceitos apropriados ao contexto do
- problema e relaciona-los, o que envolve conhecimentos conceituais (incluindo o0s
. conceitos em Calculo) e definicdo de novas variaveis e seus realcionamentos

algébricos _ modelizagdo _ através da simbolizacdo. E nessa parte de definicao de
novas variaveis, que os estudantes precisam atuar em um alto nivel de generaiizagéo.
enquanto na simbolizacdo das taxas de variagao, dependendo da situgdo complexa do
problema, eles se defrontam com a necessidade de conceiffos gerais-abstratos. A
seguir, até sdo capazes de operar simbolicamente para escreverem uma solugao do
problema, mas em um entendimentc superficial das variaveis envolvidas, gque
geralmente nao thes permitem usar simbolos para representar conceitos, ou seja, os
significados sdo negligenciados e sO restam regras de manipulagdo algébrica
(op.cit., p. 82).

Em suas conclusfes e implicacbes dessa pesquisa, White e Mitchelmore

apart concept _ analogo, em nosso entendimento, ao que Cornu denomina de

‘ dizem que muitos estudantes parecem ter um conceito abstrato-particular (abstract-
[
|

** Conhecimento conceitual: conhecimento que envolve uma definicdo conceitual ? Vejam nossas observagoes
. a respeito, na exposi¢io da linha cognitivista de D. Tall. anteriormente. no item 2.2,
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concepgdes esportdneas € Tall de concepedes proprias _*"y capaz de bioquear sua
aprendizagem significativa. Inciuem como pré-requisito ao estudo de Célculo um
conceno geral-abstrato de variavel, que poderia ser desenvolvido em um curso de pré-

- Céalculo, em nivel universitario.

O artigo de Aspinwall et al. (1997),2 Uncontroflable mental imagery: graphical
connections between a function and its derivative, baseado no trabalho de tese de
doutorado de Aspinwall, centra-se no papel exercido pela visualizagdo no

entendimento dos estudanies em cursos de Calcuio.

Depois de citar uma ampla literatura a respeito dos beneficios ou obstacuios
4o poder da visualizagdo, referenciados em autores como Tall & Vinner, Presmeg,

Clements & Kaput, Janvier, Radatz, Krutetskii e outros, dizem:

-.enomes diversidades [grifc nosso] existem ndo somente na capacidade
individual de formar imagens (Barfett, 1977, Kossiyn, 1980), mas também no uso das
imagens visuais quando individuos diferentes fazern Matematica (Presmeg, 1985)
(Aspinwall et al., 1997, p. 303}

Entre as possiveis diferengas individuais, destacam o aspecto da
controlabilidade {controliability) das imagens usadas pelos individuos, exemplificando
com o estudo de um caso, descrito em um trabalho de Presmeg {1992).23 em gue um
estudante de segundo grau tem como imagem tipica de parabola sempre uma
oarabola centrada scbre ¢ eixo-y, tornando-se para ele um obstaculo ao trabalhar

<om parabolas que nao tém esse comportamento. Tais imagens, dizem, parecem ser

' Conforme constatamos nos trabalhos citados desses autores, item 3.2,

= Este artigo tem como autores responsaveis: Leslie Aspinwall, Kenneth L. Shaw e Norma €. Presmeg, e esta
saseado na tese de doutorado de Aspinwall, defendida em 1994, na Florida State University, sob orientagio de
Shaw.

= Segundo bibliografia do artigo de Aspinwall et al. (1987): Presmeg, N.C.. Protoiipes. metaphors, metonymies
and imaginative racionalitv in high school Mmathematics. Educational Studies in Mathematics, v. 23, p. 295+
alo, 1992,
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incontrolaveis quanto ao seu aparecimento no pensamento do estudante, elas estao

além de sua vontade inerente a cognicao.

A metodologia usada pelos autores desse artigo € o estudo de caso que,
segundo eles, pode ser visto como uma derivacao do método de entrevistas clinicas
de Piaget. O entrevistado & um estudante de Calculo Ill, Tim, de um curso de
Engenharia de Sistemas que, apds cursar um ano de Calculo, colabora com a
pesquisadora L. Aspinwall (sua professora em Calcuio 1ll) e os demais
pesquisadores. O objetivo € investigar as respostas desse estudante ligadas as
tarefas matematicas em Calculo, visando a estudar o uso que ele faz das conexdes
entre as representagdes graficas de fungfes (suas imagens pessoais) e de suas
~ fungdes derivadas, ou, mais amplamente, o papel que desempenham as imagens na

-aprendizagem de Tim.

: Nesse sentido, 0s problemas propostos a Tim, com excessao dos primeiros,
foram elaborados apos analises de suas respostas a esses primeiros problemas e
das analises de suas respostas durante as entrevistas dos pesquisadores sobre
estas tarefas. Esses problemas eram de tipe ndo usual {nao rotineiros), para os

guais Tim tinha que explicar seu processo de pensar.

Ac analisar 0s modos de pensar de Tim, 0s pesquisadores consideram o0s
seguintes aspectos definidos anteriormente por Krutetskii: 1. analitice _ no qual ha
predominancia de um componente cognitivo fégico-verbal forte sobre um componente
cognitivo fraco de representagdo-visual {"visuat-pictonal’) _, 2. geométrico _ com
predominancia do componente forte de representagio-visual sobre um medio
componente logico-verbal _; 3. harménico _ forte componente fogico-verbai € forte
componente de representacdo-visual. bons conceitos espaciais _. Com base nesse
estudo de Krutetskii da estrutura das capacidades matematicas, confirmam que a

capacidade visual de Tim pode representar um obstaculo para ele.

Dentre os resultados das analises dos pesquisadores, estao:
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_ O entendimento matematico simbélico de Tim, testado em problemas em
que deveria encontrar a derivada para determinadas funcdes, foi satisfatorio. Em

suas palavras: "Tim era adepto a aplicar regras para deternminar derivadas em sifuagdes vanadas'
(Aspinwall et al., 1997, p. 309).

_ O pensar de Tim demonstrado nas entrevistas & analogo ao tipo harmanico de
Krutetskii, pois tendia a empregar tanto o /égico-verbal quantc a representacdo-visual .
Isso foi percebido em suas construcdes, envolvendo funcao derivada, que eram
sintetizadas tanto em representagdes algébricas quanto graficas, e no modo como

faciimente transladava de uma a outra.

_ Tim experiencia imagens dindmicas e abstratas que o auxiliam a produzir
um bom nivel de funcionamento matematico, até mesmo com respeito as suas
memorizagdes de farmulas. Entretanto, ocasionalmente, as imagens dindmicas
tornam-se incontrolaveis para Tim, o que resulta em imagens mentais que mais

obliteram o entendimento que ¢ facilitam, conforme constatado, pelos

pesquisadores, no caso da derivada de y = x2 , em que ele demonstra um conflito

cognitivo entre a declividade gradual que constata através de y = 2x, simbolicamente

como uma reta, e a imagem grafica de y = x2, a partir da qual interpreta gque a
inclinagao da parabola, 2 medida que cresce, e para ele torna-se "vertical”, parece
ter comportamento diferenciado em relagao & parte proxima da origem dos eixos em

gue o crescimento & lento. Tim mostra-se completamente insegurc na comparagao

da funcdo y = x2 e sua derivada y = 2x, com as informag8es graficas que infere.
Entre as conclusées, os autores destacam:

_ Embora muitos cursos tenham o propésito de enfatizar uma abordagem
grafica para a aprendizagem em Calculo, e autores de livros textos proponham mais
graficos baseados na tese de que o entendimento conceitual dos estudantes
aumenta guandc graficos sdo usados e imagens correspondentes sao invocadas,

nas precisamos concientizar-nos de que problemas podem ocorrer, de que imagens

TRt
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inamicas, invocadas pelos graficos em Calculo, podem criar um impedimento ao

antendimento matematico.

_ A sugestao nio & de abandono desse processo de uso de imagens, mas

=engao por parte dos educadores quanto a possibilidade de causar dificuldades em

wez de somente beneficios.

O artigo de Amit & Vinner (1990), Some misconceptions in Calculus:
znecdotes or the Tip of an iceberg?, nos traz uma anaiise epistemoldgica do
=ntendimento conceitual de derivada por alunos que passaram por um cursc de
Zalculo. Baseados em um ‘“estudo de caso de um questiondric’ respondide por um
2studante, a pesquisa torna-se um conjunto mais amplo de analises em fun¢ao das
2speculagdes vividas pefos pesquisadores enguanto professores de Calculo,
evando-os a afirmar que as interpretacoes feitas sao sintormaticas e a "ponta de um

weberg”, no entendimento do pensar matematico avangado dos estudantes nesta

sisciplina. Em suas palavras (traduc3oc nossa):

Embora declaremos nossas hipoteses como especulacbes estas ndo séo de
modo algum desligadas da prética. Elas tém forte suporte ern nossa experiéncia como
professores de Calculo.f. ] Alguns leftores podem considerar isso uma inforrmagao

aneddtica. Acreditamos que é sintomético e & somente o topo de um iceberg (Op.Cit.,

p.5).

O questiondrio respondido pelo estudante "Ron” (aluno da Ben-Gurion
University, final do primeiro ano de economia), apos ter tido Calculo tanto no ciclo

- anterior a universidade quanto no primeiro ano universitario, contém duas questoes:
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1. Alnha L é tangente a0
grafico de y = f{x) no ponto
(5.3).

A. Encontre f(5).

8 Enconire f ' (5}

C. Qual é o valor da fungéo fix)
emx =508

(o mais aproximado possivel).

2. A O que & uma derivada? Defina ou explique como desejar.
8. O que significa que a denvada de f(x) =x° & 2x 7
C. Usando somente uma calculadora, vocé pode sugenr um método para calcular um
valor aproximado da derivadade 4 emx - 27
Por favor explique e justifigue lodo passo de sua solugéo.

As solugdes de Rom foram:
1A G valor da fungdo e 5 é 3. Explicagdo: (5,3) € o ponto de fangéncia.
Av_3-1 2
B —=—=—>=/ga
Ax  5-0
Explicagdo. A denvada em x=5 ¢ a declividade da tangente da fungéo y = f(x} neste ponto.

2
1C. y-¥o= —S(x-xo)

y-3= E(x~5)

o
y-3=—x-2
)



i 113
Penisiio de Liberatara e

2
y= =x+1 Estaeaequacdo da tangente em (5,3).
3

Agora encontraremos a integral {a fungdo prmitiva).
2/5)x
F(x)= J(z)x+1dx= (——)K-+x+c= —Ex‘ux
5 2 ]

fixo + Ax} = f {xp) + f' (xp} Ax

] e
f(5+008) = -5 +5+ (E 5+1}0.08

3

Explicagdo. Usando a declividade da tangente, encontramos a equagdo da tangente em (5,3).
Por meio disto nés encontramos a integral (a fungdo primitiva} e por aproximagao linear
{Taylor), aproximagcdo de primeira ordem, encontramos urma aproximacio do valor da fungdo
em x =508

2A. A denvada é a declividade da tangente ao grafico em um certo ponto. Isto € a derivada em
um certo ponto. Falando de modo geral, ela e a dclividade da tangente ao grafico (a tangente
{ do angulo de inclinacao).
' 2B. Isso significa que a declividade da fangente para a fungéo X & 2x. Porexemploem X
= 2, ¥ = 4 a declividade da tangente e y "= 2.2= 4.
r+h T 5ot I ]
2. im4—4 =fim44h_4 ]64;1_’6

b= At

= lim
A=l

Explicagdo- y=a",y'=a'Ina y=4,y'=4'Ina.

i Das analises e conclusdes dos autores, destacamos:

i _ As respostas de Rom as questdes 2B e 2C, se olhadas pelo conceito de

derivada como "declividade da tangente ao grafico em um certo ponto”, como Rom
. diz, juntamente com seus calculos, dao a impressdo de que seu conceito de
derivada € satisfatorio. Mas, por 1C, pode-se ver que o modo de explicar ao
estudante a derivada através de um desenho tipico (parecido com o da questac 1)
onde somente uma tangente & desenhada, pode fazé-lo considerar a derivada como

a equagio desta tangente (particular), trocando o conceito por esta imagem.
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Os autores afirmam que essa idéia foi expressa por varios outros estudantes
=m diferentes ocasides, durante as atividades em sala e na resposta a essa mesma

questio.

5
_ Aresposta 1C vem da equacgéo da tangente (y = ?x + 1), tratada como se

fosse a derivada de f(x). Note-se aqui o uso comum (por muitos livros textos,
estudantes e professores) da letra £ (maidscufa) para primitiva, € 0 "uso de passos
arbitrarios que faciftem a situagdoc e dé a soiugdo de acordo com planos originais", como tomar a

constante de integracdo igual a zero, que é um fenémeno tipico entre os estudantes.

_ Os algoritmos e formulas algébricas sao geralmente conhecidos quando se

wata de calcular a fun¢éo ou derivada em um certo ponto.

Explicitamente, mesmo em entrevistas, Rom demonstra conhecer a
definigao de derivada, como o fez em 2A e 2C. Isso torna dificil explicar e evidenciar

o conflito de Rom, como visto em 1C.

_ Pode-se considerar o pensar de Rom, principalmente em 1C, como um
conceito errdneo proveniente de formagdes linguisticas incompletas ou mesmo
erradas. Por exemplo, quando o professor diz "s denivada" ao invés de "a derivada de
uma funcdo” , OU "¢ a tangente” NQ lugar de "¢ a declividade da tangente”, oU ainda "tangente
35 fungdo” a0 inves de “tangente ao grafico da fungdo”. ASsim, para um numero grande de

estudantes, encantramos como definigcdo: "a derivada ¢ a tangente para a fungdo em um
certo ponto”, €m que ".. certo ponto” tem a conotagido de ponto fixo quando associado a
um imagem para derivada, ou seja, quando o estudante refere-se a "tangente" como

uma entidade geométrica, e nao de modo algébrico.

_Essas concepgdes errdneas dos conceitos precisam ser detectadas, pois
nao impedem os estudantes de serem aprovados em Calculo, embora sofram
conseqliéncias desastrosas em entendimentos e aplicagdes de conceitos, como

velocidade, taxa de variag&o e valores marginais.
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O artigo de Baldino, Ciani & Leal (1997), Can the average student learn
analysis?, embora relate a tentativa de aprendizagem em Analise de trés estudantes,
sendo uma da graduagédo em Matematica e duas da Pos-Graduacdo em Educagéo
Matematica, refere-se de modo especial a definicdo de limite, que também € assunto

de interesse em Calculo. Como os praprios autores consideram, é um estudo de caso

sob uma abordagem de pesquisa-agao.

Como fundamentos tedricos, os pesquisadores usam a seguinte
conceitualizagcado: imagem conceitual, definicdo conceitual, fatores de conflito (Tall & Vinner,

1981}, processo, conceito, proceito, ambiguidade produto-processo, encapsulacdo (Gray & Tall,

1994).

1§ ’_&mmﬂuﬂ"r]l"'f:" i

S st s et

A pesquisa & desenvoivida com a participagdo de um professor, R.R. Baldino,

em sessdes de trés horas semanais durante um ano letivo. Em negociagdo com o

grupo, a linha metodolbgica e as estratégias didaticas de irapaino em grupo foram
estabelecidas. O assunto principal foi escolthido pelos estudantes: "construgdo dos
numeros reais ". O professor sugeriu a abordagem pelas sequéncias de Cauchy,
encorajando o trabalho com “epsilons e deltas”. A partir dai, grande parte da atengao

foi despendida a definicao basica de limite.

As sessdes foram relatadas e muitas delas discutidas. usando-se as

gravagdes feitas em video. Segundo os autores desta pesquisa: "o modo do professor

conduzir as sessdes. as oportunidades, as intengdes e efeitos de suas intervencées foram analisados

e gjustados durante 0 ano” (op. cit., p. 34).

A nova estratégia didatica tracada  Os autores iniciam dizendo gue os

estudantes pesquisados foram expostos tanto a "definigdo intuitiva” de limite em seus
cursos de Calculo, como a "definigao formal’ nos cursos de Analise, mas que eles
tentavam, na verdade, aprender a definigdo pela repeticao rotineira, sem entender

os conceitos subjacentes, ignorando a busca de transicdo entre a imagem conceitual
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3 oefinicdo conceitual  construidas, e que, portanto, agora deviam proceder de outro

modo.

Antecederam essa decisdo de mudanca algumas sessdes em que o professor

orovocou um “fator de confiito potencial’ {Tall & Vinner, 1881) junto aos alunos, usando a

contradicdo entre suas imagens concettuais (sobre limite de seqléncias e

convergéncia) e suas frases referentes a definicdo conceitual. Contudo, os efeitos nao

puderam ser considerados positivos. Eles afirmam {tradu¢&o nossa):

O professor fez um esforce para enfatizar o papel das definigdes em Matemalica,
mas sua tentativa foi repelida. Os estudantes manifestaram sua concepgdo de “definigao”

como wma ‘descricdo complela” de um objefo Psra eles a definipdo de limde ers

simplesmente entendida por aguilo que fazia a idéia de limite “mais precisa” (Baldino,

Ciani & Leal, 1997, p. 36).

E questionam:"Como fazer a imagem de definigdo conceftual forte o bastante para que

adguira ¢ poder de refificar todo o conjunto de imagem conceitual?”

Eles denominam a eslratégra andiga de 'estratdgr olttca ae continvirsae” € &

nova de “estratégia didatica - t/n XPTO ¢'. As principais caracteristicas da nova

| estratégia sdo.

_ Redefinir o modo de pensar em limite como processo (process) € produto
(product). Para isso, chamando de definicdo conceitual a forma verbal usada para
especificar o conceito, redefinem o processc como "a seqgiéncia de inferéncias necessanas
para se proceder com a forma das palavras usadas na especificago do conceito de limite”, € ©

produto como “a demonstragao” (no caso de limite, identificado ac discurso e-d do

caiculo proposicional).

_ Centrar-se em aicangar o proceito (procep} de fimite ao lado da definigo conceitual.

_ Adotar um nome para a definigao conceitual, tendo em conta que o simbolo

fim ap = L evocava nos alunos a imagem conceitual da ideia de "tendéncia’ . Para
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tanto, foi escolhido o simbolo XPTO. feita a definicdo e proposto o seguinte
exercicio:

“ 1 [
a, XPTO L significa ve¢ SN vn (n> N —|a, - L < ). Mostrar que — XPTO 0",
n

Onde XPTO nao € um nova simbolo para limite, mas um nome (simbolo) para
a defini¢do, que deve ser usado pelo menos "enquanto a definigdo conceitual ndo é forte o

suficiente para governar a imagem conceftual " (op.cit., p. 37).
Entre os resultados e discussdes finais, salientamos:

O professor conseguiu conduzir, integrados na nova estratégia, os

estudantes a complietarem provas formais de exercicios do curso de Anélise.

_ O XPTOQ trabalhado tornou-se mais que um simbolo para a definicao &-3,
marcou de modo afetivo os estudantes apds a apresentacdo em uma sessdo de
poster de um “work-shop” para estudantes na universidade, ao cuvirem falar do
XPTQ como "um novo simbolo desnecessario para limite”. Diante de tais atitudes tomadas
por membros da universidade (professores inclusive), em avaliagdo posterior,

disseram {traducdo nossa):
Eles olhavam intados para o XPTO. Parece que eles ndo querem levar em conta

que estudantes seus lenham dificuidade em Analise. [...] Se nossa estrateégia funcionar,
eles serdo obrigados a usé-la  Isto é uma ameaca a seus velhos habitos (Op.cit.,

p.37).

3.3.1 Conclusdes sobre o item 3.3

Procuraremos apontar o que encontramos de positivo e adequado nas

revisdes que destacamos neste item e o que ainda notamos prescindir.

Primeiro, de mado geral, esses trabalhos citados, por considerarem nao so as
idéias dos alunos, mas suas proprias falas transcritas, sao ricas fontes de pesquisa

e orientagdes relacionadas a problemas no campo epistemolégico, tanto de
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sonstituicao do pensar matematico avangado como das dificuidades relativas ao
2nsino e aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral. Como dizem Baldino &
Cabral (1997, p. 2):

A relagdo entre a dificuldade de ensinar e construr estratégias € praticamente
direta: tanto mais vasto € o campo das dificuldades levantadas, tanto mais amplo sera o
campo de estratégias para com elas poder lidar. As estratégias fonmuladas na teratura
repousam em idéias de aprendizagem afiva e aprendizagem significativa e, para alcancar
este escopo, langa-se mdo de: reforgar o uso de intuicdes e metaforas, construir novos
softwares, trabaihar com manipulagdes simbdlicas, elaborar engenharig didatica, usar

mapas cognitivos, resolugéo de problemas, modelagem, entre outros.
Segundo, mais especificamente notamos:

» Em relacdo aos fundamentos tedricos epistemologicos, os autores, em maior
2u menor intensidade, tém muitas de suas referéncias a partir da nogao de "conceito”.
=m Williams, temos: "entendimento de conceitos”, "concerto formal de iimite"; em White &
Mictchelmore: "conhecimento conceitual', “conceitos formados em um processo de abstragdo”,
“conceito geral abstrato”, "conceito abstrato particular” ; em Aspinwall et al.. "entendimento
sonceitual', "conceitos espaciais’, em Amit & Vinner: "entendimento coceitual’, "concepgoes
2mineas dos concertos”; em Baldino, Ciani & Leal: "imagem conceitual’," definicdo conceitual’,

“zrocerdo [processo + conceroj .

Além disso, para Willians, por exemplo, o entendimento do conceito de limite
50 é alcancado pelo estudante, quando ele entende a definigao rigorosa por -8 (cf.
Williams, 1991, p. 219). Fora esse, ele denomina os entendimentos como sendo
“zntendimentos paralelos ou modeios informais de limite', Ou ainda "conceito de fimite dos

sstudantes”.

A "definicao concetual’ & desse modo uma parte crucial do conceito, assim como
cara os autores que se referem a terminologia e concepgdo de conceito comMo
wompreendendo uma "imagem conceitual ' € uma “definicdo conceitual’ (cf. Tall & Vinner,
1881).
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e Embora os autores falem de acordo com seus fundamentos teéricas, eles

relatam a ocorréncia de mais de um modo de producdo de significado para uma

Zeterminada nogdo matematica ensinada ou aprendida em Calculo. Podemos notar

550 nas seguintes afirmagdes [fradugdes e negritos nossos]:

_ Em Williams (1991, p. 225)"0Os dados apresentados aqui, provenientes das
awTevistas, concebem dois modeios de limite; aquele no qual limite € vistc como ndo atingivel e

‘acuele no qual uma visdo dinamica é evidente."

Ou ainda (op. cit.,, p. 235): "Tudo isso sugere que a methora do entendimento dos
sswdantes a respeito de limite proveniente de um ponto de vista fomal requer cuidado e instrugdo
‘=xplicita, 0 que explica a rica varedade de modeios de limite gue os estudantes constréem em sala de

\awa bem como os tipos de conhecimentos que efes validam' .

_ Em White & Mitchelmore (1996, p. 82): "... o significado requerido é freqientemente
w=gigenciada no ensino e aprendizagemn de algebra, assim muitos estudantes somente aprendem a

anioular regras sem referéncia ao significado da expresséo que esta sendo manipulada’.

_ Em Aspinwali et al. (1997, p. 306): ... estas descricbes detalhardo a extensao do
wendimento visual de Tim e a extensdo em que emprega os modos analiticos de pensar”.

(op.cit.,, p. 309): "Tim revelou seu pensar visual nesta tarefa. Ele trabalhou por 10
2JunNdos e nNdo mostrou nenhuma evidéncia de ter transladado do grafico para a_representacéo

e Y
DOONCa .

(op.cit., p. 313} "... ele [o estudante Tim] estava inseguro em como comparar a fungao, y
=< ¢ sua derivada, y ' = 2x, com a mesma informagdo apresentada graficamente ".

(op.cit., p. 314) "Sua [de Tim] construgdo grdfica para a fungdo denvada era
Seguentemente forte o bastante para que ele transladasse altemando entre as representacées

Fsficas e entre as representacoes algébricas e qgraficas’.

_Em Amit & Vinner (1990, p. 8): "... existe uma tendéncia bem conhectda em cognigdo
98 gque_imaqgens visuais substituem conceitos. e na imagem visual somente uma tangenle @
@esenhada, esta tangente pode substifuir a denvada. A derivada serd considerada como a equacao

=sia tangente”.

_ (op.cit., p. 10): "...quando dizernos 'tangente’ vocé pode estar se referindo ou & entidade
. g=ométnica ou 3 entidade algebrica - a equagdo da tangente'.

_ Em Baldino, Ciani & Leal (1997, p. 37). "Precisamente, de acordo com a
ambigtidade velha, o uso do simbalo lim 1/n = O' significa ou um_processa de tendéncia ou wm valor
=zl A ambigiiidade nova consiste em usar este simboio para significar, ou gue para todo epsion
socemos encontrar um N { 0 processo), ou que a proposicdo im 1/n = O’ é verdadeira, isto é._pode

e sustentada (por um discurso epsilontico) no forum da comunidade matematica (produto).” [...]
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"a, XPTO L significa Ve 3e 9n (n>N | an- L} < &. [...] E necessario saiientar que XPTO nac é um

simbeoio novo para limite, € um simbolc novo para a definicdo, ndo um nume para limite, E um
significado temporario a ser usado...”.

» Para nds as diferengas entre os processos e 0s conceitos, e seu amalgama
(procepts) embora sejam ricas fontes de reflexdo cognitiva, ndo tém ainda relagdes

diretas com os modos de producdo de significados e conhecimento em meio as

atividades em sala de aula de Calculo. Talvez um avangar dos estudos na diregdo
do que Barnard & Tall (1897) chamam de unidade cognitiva (cognitive unif) contribua mais
oréximamente para as reflexdes das questdes que nos preocupam e possam servir

de base tebrica a pesquisas futuras. Por enquanto, a idéia de unidade cognitiva:

...& uma peca da astrutura cognitiva que permanece no foco de atengdo por um tempo
{...] pode ser um simbolo, um fako especifico como ‘3+4 é 7, um fato geral como ‘a soma

de dois nameros pares e par, [.. Jum teorema [...], e assim por diante. {...] ¢ que & uma
unidade cognitiva para um individuo pode ndo ser urna unidade cognitiva para outro {(Op.

gifs P. 47):

Nessa direcdo epistemoldgica, lembramos que, Vygotsky promove um elo
enire a wnidade psicofogica {afetiva+cognitiva) de analise do comportamento humano

o significado _ € a unidade do pensamento verbal o significado das palavras:

. @ no signficado da palavra que 0 pensamento e a fala se unem em
pensamento verbal. E no significado, entdo que podemos encontrar as respostas as

nossas questdes sobre a relagado entre o pensamento e a fala (VygQotsky, 1995, p 4).
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Capitulo 4

FUNDAMENTOS TEORICOS

4.1 INTRODUCAO

onforme dissemos nos direcionamentos e posicionamentos

iniciais deste trabalho, a base de nossa pesquisa esta na
investigacao epistemoldgica da produgao de determinados significados a partir
do ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral. Por isso, olhamos
oara modelos epistemologicos que nos permitissern uma maior proximidade do
orocesso de produgdo de significados. O Modelo Tedrico dos Campos

Semanticos (MTCS) é um modelo assim pautado desde sua génese.

Dedicamos a primeira parte deste capitulo ao MTCS, uma vez que
omamos como um de nossos objetivos mostrar a sua adequacidade como
modelo tedrico basico a esta pesquisa. Portanto, além de ser nosso referencial

mais relevante, também torna-se elemento de investigagao.

Na segunda parte, fazemos uma incursdo as teorias de Lev Semionovich
 Wygotsky, Mikhail Bakhtin e Jerome Bruner, que sdo autores que mostram
oreocupagdes com a producgao de significados e se compatibilizam em vérios

pontos reiacionades ao MTCS.

£2 O MODELO TEORICO

Este modelo comegou a ser concebido por R.C. Lins a partir de sua tese
2e doutoramento em Educag¢ace Matematica — A framework for understanding
what algebraic thinking is — concluida na University of Nottingham (UK} em 1982,
na qual constrdi, do ponto de vista epistemoldgice, uma caracterizacao para

- ‘pensamento algébrico’ e mostra que esta caracterizagdo € adequada

2xaminando as atividades de estudantes frente a resclu¢do de determinados
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problemas. Ao mesmo tempo esta caracterizagdo do “pensamento algébrico”
proporciona um entendimento do desenvolvimento histérico da Algebra, ao qual

encontramos dedicacao de uma parte da tese. Segundo Lins (1992, p. 65):

As averiguacdes de nossa pesquisa historica ajudardo a estabelecer

simuftanearmenie © caraler cuftural do desenvolvimento de um conhecimento

algeébrico e do desenvolvimento de um modo algebrico de pensar.

Nos Anais do XVIll PME (Lisboa, 1994), ele publicou o artigo Eficiting the
meanings for algebra produced by students. knowledge, justifications and

semantic fields, no qual ja discute alguns dos aspectos do referido modelo

epistemolégico.

Em junho de 1994, publicou na revista Dynamis (Blumenau, v.1, n.7} o

~ primeiro artigo enfatizando © modelo, entitulado: O Modelo Tedrico dos Campos

Seménticos: uma analise epistemologica da Algebra e do pensamento algébrico.
Desde entdo, esse modelo tem sido implementado e divulgado por seu autor.

A seguir passamos a descrever ¢ comentar sobre alguns aspectos e

caracteristicas epistemolégicas do MTCS julgadas importantes do nosso ponto de

vista e para esta pesquisa.

Um aspecto de destaque no MTCS é o tratamento dispensado ao que se
refere a conhecimento. Diferentemente de outras teonas epistemologicas {ou
teorias do conhecimento) que falam sobre a natureza do conhecimento, sobre
tipos de conhecimento, sobre o processo de conhecer e de varias outras coisas
significantes em relacéo a conhecimento,' chegando ou ndo a falar de modo
difuso o que é, afinal, conhecimento, 0 MTCS propde, entre seus pontos centrais,
uma definicao:

conhecimento = { crenga-afirmagao, justifica¢ao )

Qu seja, conhecimenio tem por elementos constitutivos uma crenga-
afirmacao junto com uma justificacdo para a creng¢a-afirmagéo. C que nos faz

estar diante de um sujeifo do conhecimento, ou seja, de uma existéncia

" Algumas referéncias de autores e suas falas sobre conhecimento podem ser lidas no capitulo 2 desta tese.
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interdependente e intrinseca do conhecimento a partir do sujeito, e também, do

sujeito do conhecimento {produtor assujeitado).

lsso estabelece uma importancia em determinados elementos e ligagdes
no campo epistemoldgico e social da teona do conhecimento, e também de sua
utilidade pratica, diferenciadas em relacdo a outros modelos que, ao invés do
sufeito do conhecimento, consideram o sujeito perante o ato de conhecer _ sujeito
do conhecer _. O sueito do conhecimento & sujeito de sua enunciagido e,

portantc, sé tem existéncia se pensado socialmente.

Comegamos entdo a evidenciar que, no MTCS, conhecimento é algo do
dominio da fala®, da enunciacdo® que, uma vez admitida, nos permite afirmar

algumas coisas importantes em termos epistemoidgicos, as quais nao eram até

entdo bem explicitas ou para as quais buscavamos correlacdes mais

convincentes. Dentre elas, citamos: "nenhum texto ou enunciado — que sao

residuos de enunciagbes — contém conhecimento”.

Isso esta de acordo com o fato de que dois sujeitos podem ler 0 mesmo
texto e a partir dele produzir (ou nao) diferentes significados, ou mesmo,
conhecimentos diferentes. Algo € "levado” pelo proprio sujeito ao se dispor a ler

um texto.

Um livto de Calculo, por exemplo, sé participa na produgao de
conhecimento por um sujeito se, pelo menos, trés acdes basicas ocorrem: 1. €
identificado como um texto pelo sujeito;, 2. seus escritos (incluindo qualquer
“marca” literdria visual) sdo vistos como simbolos _ com algum significado ja
convencionado que o sujeito "leva para 13" {inclusive de simbolos matematicos) _
e. 3’ ele o & (nao simplesmente articulando palavras) mas transformandc® seu

enunciado em uma enunciagao, através do pensamento verbal ou da fala a um

* A falg pode ser tlambém um falar consige. uma especie de fala interna.

" Nessa pesquisa consideramos enunciagde como o ato de enunciar algo a algum interlecutor ¢, discurse. como uma
snunciacdo ou um enunciado {residuos de uma enunciagdo). Ambos utilizam. constantemente. um processo de
‘nteréncia logico dedutiva por meio da linguagem.

* Essa transformagiio de enunciade em enunciacdo também so ¢ possivel porque temos ali residuos de uma enunciagdo
‘do autor). que no caso de enunciados matematicos, permilem uma fepresentagdo explicita do significado literal com
oouce ou nenhum grau de liberdade interpretativa. deixando uma maior impressio de que o canhecimento esté no texto.
Segundo Bruner (1997, p. 39). nossos ¢stados intencionals, como aqui consideramos em relagdo a autores e leitores. se
~calizam ¢ s3o compreensiveis devido & participaqio conjunta em sistemas simbolicos da cultura,




s 124
THrenctamentos ledrecos

interiocutor. Quanto a isso, devemos precisar duas coisas. Primeira, que a fala
pode ser interior _ consigo mesmo, € nesse caso, a propria pessoa & o
interfocutor ou estad representando-o abstratamente . Segunda, que ©

interfocutor é qualquer agente que propicie o desenvolvimento psicolégico® do

suleito, nao necessariamente uma pessoa.

O resultado da agdo do sujeito perante uma determinada demanda que
vem do outro (que pode ser até um grupo social amplo), para quem esta

buscando falar de modo adeguado, de modo a ser entendido comop aquele que

responde aquela demanda, o "insere no social a que pertencemn os interfocutores, ao
mesmao tempo que abre a possibilidade de onentar a si proprio dali para frente nas atividades em

auvestdo” (Lins, 1994, p.33).

Com a defini¢ao de conhecimento do MTCS é perfeitamente possivel dizer
aue, por exemplo, dois sujeitos que estdo produzindo significado para a mesma
sentengca _"a derivada de x* é 2x" _ porém, um deles com justificacdo baseada
na autoridade (&€ assim porque o professor disse) e o outro com justificagdo nos
calculos que fez usando a definicdo de derivada peio quociente de Newton,

constituem conhecimentos diferentes.

Essa diferenciagao citada, nio €& possivel com a definicao de
sonhecimento de modo classico _ uma “crenca verdadeira justificada _,° em que a
wstificagdo tem relagdo com a certeza do sujeito em dizer que conhece € nac
com a afirmagao (com a garantia do sujeito em poder enuncia-la), sustentando
conhecimento na categoria de uma proposigao aceita. Lins & Gimenez (1997, p.
143) fazem um comentario, n32o com esse propdsito, mas que julgo peder

asclarecer este viés entre a certeza do sujeito em dizer gue conhece e a garantia

de poder dizer:

Se alguém, comegando amanha, jogasse wmna moeda para o aflo e dissesse
“vai chover amanha", casao o resuffado fosse cara, e "ndo vai chover amanha”, caso o
resuftado fosse coroa, € seguisse acertando por mil dias, ainda assim a comunidade

dos meteorologistas ndo aceitaria a previsdo do dia 1007 como conhecimento. A

" Lembramas que, o lenmo psicaidgice. de acorde com Vygorsky, inclui lanto o cognitivo quanto ¢ afetivo.

~ o capitulo 2. ha mais referéncias sobre esta defini¢do segundo Ayer. Discussdo a respeito. pode ser encontrada ainda
om Lins (1997, p.d e 3).
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enunciacao "Vai chover amanha; (pois) eu joguel a moeda e deu cara.” nao sena
legitina para esse interiocutor...”.
A justificagdo _ eu joguei a moeda e deu cara _ pode dar ao sujeito (na

SR WRIRIKR. we) eerera de dizer que "al chQuet amanhad’, mas nao a

egitima (n&o |he garante poder enuncia-la) se o interlocutor € a comunidade dos
=eteorologistas. Um outro bom exemplo da inadequacidade da definigdo classica
2e conhecimento foi construido por E. L. Gettier _ Problema de Gettier _ o qual

21tamos no capitulo 2.

Logo, no exemplo anterior, se olharmos do ponto de vista da definicdo
wassica de conhecimento, a enunciagdo _ "a derivada de x? & 2x' _ se torna
zpendente da justificagdo (tanto para o primeiro sujeito como para o
segundo), os sujeitos tém certeza de poder dizer, € ambos teriam constituido o
—esmo conhecimento, visto de modo absoluto, independente do método usado.

~om o qué nao concordamoes.

A justificacdo que € aceitavel para algum interlocutor (que legitima a
=nunciacdo para o sujeifo do conhecimento) e que, se por um lado (teérico do
~odelo), esta sempre junto a cren¢a-afirmacgéo na definicdo de um conhecimento,
zer outro lado (na pratica), é a parte mais dificil de ser explicitada na enunciagao,
=0 e, dificii no sentido de que nem sempre é falada juntamente com a
oroposigao (crenca-afirmagao) e muitas vezes "diluida® em meio a fala ou, de
=odo muito sutil, enpunciada como & porque é&", sem sequer uma

zomplementagao do tipo: "€ porque meu professor disse”, "€ porque eu vi no

wro”, "é porgue sempre foi assim (uma convencao cultural)”.

Acreditamos que, um dos motivos dessa ocorréncia um tanto quanto
“falha” da justificagidc, pode estar no fato de que, para o sujeito da enunciacao, a
ustificagdo ja é julgada (por ele, o sujeito) como uma estipulagdo para aquele
werlocuter (ao qual se dirige no momento) e, portanto, ndo é parte importante

&m sua resposta 4 demanda vinda do mesmo.

Ou ainda, um motivo préprio de cortes impostos pela interagdo de
pensamento com fala, em meio a um didlogo em que ambas as partes

wompartilham de muitos significados comuns (ou de modos de produzi-los), mas
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que, se analisado por uma terceira pessoa, poderia parecer truncado € sem
sentido. Um exemplo simpiificado disso, € o fato de ser comum dois estudantes
de graduacao de matematica, que estudam frequentemente juntos, ao discutir
sobre um problema matematico, na2o se preocuparem em justificar nenhum dos

resuitados matematicos usadgos.

Por isso, trabalhar o conhecimento do aluno segundo o MTCS, querendo
(por exemplo) identificar as justificagbes em suas enunciagGes, requer
observagao cuidadosa ni&o somente na preparagac das atividades, mas,

principaimente, na fala dos alunos ao discuti-las.

Nesse sentido, acreditamos gue do ponto de vista pratico de uma analise

dos processos episternologicos envolvidos na aprendizagem do Calculo, quando

nao se tem atividades elaboradas de modo a permitir o realce das justificagdes, &

muito mais conveniente e proveitoso evidenciar o trabalho partindo dos modos de

producdo de significado;, sobre o qué falaremos a seguir, apoés algumas

consideragdes pertinentes ao entendimento do assunto.

Um outro papel da justificacdo, € o de produzir, para o sueifo do

conhecimento, objetos _ "algo” do quai o sujeito pode falar a respeito _. Neste

modelo, objefos sao constantemente constituidos, embora por fazerem parte
muitas vezes de estipulagbes tomadas, parecam ter uma “existéncia
permanente”, ligada a nossa "realidade”. Mas, o0 que estamos considerando por

estipulagdes e realidade a partir do MTCS?

Seguindo uma visao relativista de Nelson Goodman, citada por Bruner
(1986, p. 99-104), ndo existe uma "realidade definitiva", mas construgbes mentais
projétadas em um "mundo objetive’, mundo este que nao pode ser ontologicamente
privilegiado como ¢ munde real, unico, porque dele fazendo parte, ao
comecarmos a pensar sobre algo, sempre temos uma versao de mundo (criado
por outros) da qual partimos, construgdes das quais tomamos determinadas
premissas como certas, as “estipulacdes’. Elas ndo compdem nenhuma realidade
béasica ou "apriori”, mas sdo elementos na produg¢do de versdes de mundo que

tomamos para construcbes subseguentes.
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E o que ocorre nas versfes de mundos criadas pelo fisico, pelo artista,
pelo romancista, nas quais, em cada caso, as construgdes sac baseadas em
diferentes imitagdes, que dao uma "corretude” a suas convengdes. Goodman cita
notados exemplos, como: a concepgéo de mundo da crianga criado por Piaget, o
mundo da arte de Picasso ou de Van Gogh, a visdo geocéntrica de munde ¢riado
na ldade Média, o mundo da Fisica moderna (apos a teoria da relatividade), e o

mundo de um paciente em suas sesstes de terapia.

Destaca que as diferencas ndao sa0 uma questao de "subjetividade” (como
da arte) e de "objetividade™ {como da ciéncia exata), mas sim, as diferencas

ontolégicas de construcao, especialmente de sistemas de simbolog e de suas

referéncias.

Ao falar sobre a nogadc de “referéncia’, importante em sua teoria,
Goodman diz:

A semelhanca depende muito do costume e da cuffura, de modo que,
considerar urn simboio “icdnica”, ou até que ponto efe © é ou descreve seu sueifo

fidedignamente, pode variar sem qualquer mudanca no simboio " {Op. Cit,

p.102).

Dessas fdéias de Goodman, das quais Bruner compartitha em seu fivro
‘Realidade mental, Mundos possiveis”, concordamos com a construgao simbolica
que fazem de uma "realfidade” a parlir de um sistema de simbolos, de uma
constru¢do na qual certas partes (as estipulagbes) parecem permanentes,
incluindo ai as realidades criadas quer seja pela ciéncia (na busca de verdades),

quer seja pela histéria de ficgao.

No que se refere as estipu/acdes, 0 MTCS modifica essa nogéo a partir de
Goodman, intensificando seu carater nac-permanente, uma vez que sé considera

sua cria¢ao em meio as atividades, denominando-as entao de estipulagbes locais

Esse outro modo de olhar as estipulagdes _ em maior dinamismo _ com
Jma necessidade de produgdo e re-producdo constantes, estdo de acordo com a

caracterizagdo epistemologica de uma produgdo de  significados e
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conhecimentos, dependentes da atividade do sujeito (em seu contexto), conforme

requer o modelo.

Sao as estipulagdes locais que vao constituir o que se denomina nucieo de

um modo de producao de significados, 1sto €, nuclec de um Campo Semantico

(C8). Portanto, nucleos de CS podem ser pressupostos de objetos (como
propriedades e imagens), diagramas, principios, axiomas, ou mesmc um

enunciado ou objeto produzido em um outro CS.

Em nossa pesquisa, em meio as atividades relativas a Calcuio, notamos
alguns elementos que, devido a sua freqléncia e importancia como basicos na
produgdo de significados, objetos e conhecimentos a partir do Calculo, acabaram

tendo denominacgdes especiais como estipulagdes locais em nucleos de CS:

sCstipulagbes locais a respeito de limite - quando se tem no nucleo a
definicdo Weirstrassiana de limite de uma fungao de uma variavel real, ou

seja; dizemos que " lim f(x) =L se Vv ¢>0, 38>0 tal que se

X-cl<8 = |fx)-L|<e”

o Estipulagdes locais a respeifo de infintésimos _ quando se tem no nucleo
elementos baseados na nogao de infinitésimo _ 8 noc¢do de infinitésimo
como concebido desde Newiton, de mdnadas infinitesimais, de
incrementos infinitamente pequenos; cu come para Leibniz {que dizia ndo
serem numeros ou quantidades) uma classe de numeros menores que
qualquer outro designado, as vezes também expressos como diferenciais
ou como distancias infinitamente pequenas’; ou mesmo a nogao de
infinitésimo {mais recente) como numero hiper-real cujo médulo € menor

que de qualquer numero real positivo;

e Estipulagbes locais visuais-geomélricas - quando se tem no nlcleo
principios ou resultados geomeétricos, graficos e desenhos de figuras

planas ou espaciais.

" Cf. em ALCOBA (1996, p-160) . LEIBNITZ {1983. p.7). ¢ BARON (1985. v.3. p.28-34).




o Estipulagbes locais do tipo algontmos - quando se tem no nucleo
algoritmos: regras, férmulas, seqlUéncias memorizadas “de cor’, sem

relacionar ao entendimento e justificativa matematica.

No Capitulo 6, falamos mais sobre cada uma dessas estipulagdes locais,

ao procedermos a analise dos dados obtidos na pesquisa de campo.

Observamos que, por vezes, no ensino e aprendizagem em Calculo,
conforme a atividade, o interlocutor e a demanda, um nticleo de um CS pode ser
constituido por um dunico tipo dessas estipulagdes locais, e, quando isso €

notado, designamos o CS de acordo, por exemplo, CS visual-geométrico.

Em outras vezes porém, os nlcleos ou tém mais de uma dessas
estipulagdes locais, com os elementos relacionados em estipulagées locais
complexas, ou ha uma fluéncia tio grande entre um CS e outro que, torpa-se
dificil saber sem outras investigacdes, se ha predominancia desta ou daquela

estipulagao local para podermos especificar os CS.
Por exemplo, através da atividade de resolucao de problemas, foi proposto
© seguinte problema gerador:

Sendo f uma fungdo, como fix) = <, qual © modo que vocés mais usam para
pensar e explicar para alguem o calculo da derivada desta fungdo num ponto de

abecissa xo sabendo que eia é ¢ “coeficiente anguiar da reta tangente” ao grafico da

fungdc neste ponto?

Diante do qual pudemos observar (cf analise no Capitulo 6, atividade 3, P3-G)
que os estudantes, ao participarem desta atividade, produziram suas
enunciagdes e enunciados em relagdo a mais de um dos tipos de estipulagbes
iocais mencionados, sendo que em certos discursos durante a discussao, como:

“Graficamente eu vou ter uma reta. Agora...se eu derivar isso dai._x* . da 2x", o estudante

poderia estar se relacionando a estipulacdes locais visuais-geomeétricas (nas
duas enunciagbes), a estipulagGes locais do tipo algoritmos (nas duas
enunciagdes), de estipulagdes locais visuais-geométricas para estipulactes
locais do tipo algoritmos ou as duas (em um mesmo nicleo), o que demonstra

também a importancia das demais falas e a inser¢ao das falas no contexto como

um todo.
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Em seu dominio didatico-pedagdgico, o professor procura estratégias de
organizagio das atividades dos alunos, de valoracdo de certas atitudes e de
determinados discursos, sempre tendo em mente demandas que, (entre outras
coisas) o fazem produzir sighificados em certos CS e a querer que o aluno
também produza significados em CS analogos. Além do mais, pensando em
termos de aprendizagem efetiva do aluno, o professor quer que o aluno aiém de
tomar como legitimo um certo modo de pensar, também passe a domina-lc.
Assim, novos nucleos sdo constituidos pelos estudantes em sala de aula de
Célculo, como um ndcleo tendo estipulacdes locais a respeito de limite ou tendo

estipulagdes locais a respeito de infinitésimos.

Ha casos, porém, em que o sujeito ndo consegue passar a operar em um
novo CS, ou seja, em um novo modo de producao de significado, e nao percebe a
sua dificuldade. A uma “impossibilidade de producéc de significado para uma proposigdc em

dJeterminado CS" (Lins, 1993), denomina-se de |imite epistemolégico.

Em outros casos, masmo ja tendo operado em um certo CS, tendo tomado
aquele modo de produgado de significado para outras proposigdes, o sujeito nao
consegue produzir significado mediante uma nova proposicdo (embora seja
possivel) em relagao aquele medo. A este tipo de dificuldade, denomina-se um

obstaculo epistemologico.

Ainda sobre a constituicdo do MTCS, temos a destacar que, em outros

modelos epistemologicos, usados como fundamentos em Educacac Matematica,

observamos uma diferenga em relagdo ao MTCS no que se refere néo so a

concepgdo de elementos como objetos, conceitos e conhecimentos, mas tambem

2s.suas relagoes.

Observamos que 0os modelos epistemoldgicos baseados em estruturas e
am sistemas sao desenvolvidos partindo de nog¢des basicas de conjuntos e as
relagbes entre os seus elementos, embora entre eles ainda existam variagbes
dentro dessas concepg¢des. Podemos citar alguns desses modelos e seus
respectivos autores ou seguidcres: Piaget (baseado em estruturas);, Vygotsky,

Prado Jr.e Bruner (em sistemas).
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Ao citar esses modelos, nosso intuito ndo & discuti-los, mas tao somente
de exemplificar como vemos algumas caracteristicas sobre pertinéncia de objetos
e relagbes que, essencialmente, constréem boa parte dessa diferenga ontolégica
entre as linhas epistemclogicas adotadas. Além das observagdes que

determinadas leituras bibliograficas nos fornecem a respeito, temos em Lins

(1994, p.31) um referencial.

Nas estruturas a pertinéncia de objetos € definida, os objetos pertencem
ou ndo as mesmas. Coforme vimos no capitulo 1, uma estrutura, segundo Piaget
por exemplo, € um “totalidade” que se transforma e auto-regula, que contém

glementos e relacbes (de operagdes espago-temporais, causais, logicas,

simétricas, e outras) entre estes elementos. As relagdes sdo assim constituidas
como pertinentes as estruturas. Citado por Battro (1978, p. 171-172), Piaget diz
sobre objetos e relagdes:

O objeto é, por assim dizer, 0 invariante do grupo de deslocamentos. /.../

Sem a conserva¢do dos objetos ndo poderia haver grupo, pois, tudo parece
mudanga de estado. O objeto e o grupo de desiocamentos sdo, pois, indissociaveis,

urn constituindo o aspecto estatico e o outro o aspecto dindmico da mesma realidade.

B
Diremos que ha estrutura... quando os elementos sdo reunidos em uma
totalidade que apresenta certas propriedades como lofalidade e quando as

propriedades dos efermentos dependem, (otal ou parcialmente, destas caracleristicas

da totalidade.

Nos sisternas, embora a pertinéncia dos objetos seja definida, as relagdes
$30 ndo-permanentes. Como Lins explicita: “... um desequilibrio em algum ponto
do-sistema ndo reflete necessariamente em todos 0s seus outros pontos’. Essa
diferenca em relacao as estruturas faz com que, mesmo os objetos estando no
sistema (compondo pontos do sistema), as relagées possam ser estabelecidas ou

nao, na dependéncia de outras relagdes anteriores e subordinadas.

Vygotsky (1995, p. 80) ao falar sobre o aparecimento de sistemas,

exemplifica através da relagdo de generalidade (onde conceito cientifico tem a

conotagdo de um conceito supra-ordenade, e a generalizagdo significa a

formagao de um caonceito supra-ordenado):
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Um conceito supra-ordenado implica a existéncia de uma sefie de
conceitos subordinados, e pressupbe também uma hierarquia de concertos de
diferentes niveis de generalidade. /... ] Nos conceiios cientificos que a crianga adiquire
na escola, a relacdo com wm objeto & mediada, desde ¢ inicio, por algum outro
conceitc. Assim, a prépria nogdo de conceito crentifico implica uma cera posigdo em

relagdo a outros conceitos, isto é, um fugar dentro de um sistema de conceitos.

Prado Jr. (1861, p. 63-68) ao falar sobre a natureza relacional de uma

conceituagdo, considera sistema como um conjunto de elementos e relacdes

integrados em torno de uma mesma conceituacao. Ainda sobre sistemas, diz que:

Q conhecimento cientifico f..] se compde de um sistema de conjunto cufas
partes, que senam os conceffos particuiares, reciprocamente se incluem umas nas

autras, € tém sentido e contetido unicamente dentro do sisterna em gue se infegrarm,

e em fungéo dele.

Continuando, o autor afirma:

... pode-se conciuir gue 0s conceitos sd0 fungdo uns dos oulros e do conjunto da

conceiluacdo que entre si eles integram. O que quer dizer que eles se configuram

nesse conjunto, e partanto nas relagbes que o estruturam.

Bruner {1997a, e 1987b) diz que o conceito central de uma psicologia
humana € o significado e os processos de sua construgdo. Varios sistemas séo
por ele mencionados _ sistema simbodlico, sistema interpretativo, sistemas
culturais e outros _ objetivando explicar o processo de canstrugao de significado.

.. construimos mundos com o auxifio de sistemas simbdlicos através da atuacio em
um “mundo dado” que tormamos como cefto ...

O significado do simbolo & dado peio sisterna de signfficados no qual ele existe.

a prépria forma de nossas vidas é compreensivel para nos mesmos e para os

outros apenas em virfude desses sistemas cufturals de interpretacdo.

. € a cultura, e ndo a biologia, que moida a vida e a mente humanas, que da

significado & agdo, situando seus estados intencionais subjacentes em um sistermna
interpretativo.
Nos campos nido hd pertinéncia definida de objetos e as relagbes sao

nag-permanentes. Nas palavras de Lins (1994, p. 31):
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... obyetos ndo podem fazer parte constifutiva de campos, e é neste sentido
que o MTCS & urm modelo naoc-essencialista, pois propde que objetos sdo sempre - @

incessantemente - constituidos, e ndo aproximados, abordados.

Qualguer impressdo de permanéncia de um objeto, como se ele ja
estivesse assim ha muito constituido, vem do fato de que em uma nova produgao
(a cada vez que falamos algo a um interlocutor) certas estipulagdes locais sao
‘tomadas” em forma de esquemas, principios, propriedades e imagens (por
alguma fungdo mental basica como a associagdo ou a formagédo de imagens),

mas, nao que um objeto permanega como “aquele algo”.

As producgdes subseqiientes a outras € que nao se diferenciam muito das

anteriores (as quais muitas vezes tornam-se estipulacdes locais para as

producdes seguintes) ou sao producdes em relagdo a estipulagbes locais ja

tomadas antes, nos trazem a sensagdo de estar nos aproximando de “algo” para
poder dizer da "melhor forma”™, cada vez com maior “precisio”. Geralmente, na
busca de construir “verdades’, que sejam pontos de consenso comum

sacialmente, no contexto de nossos interlocutores.

Tentando sintetizar nossa posi¢do, afirmamos: justamente nesse
movimento de produzir o objeto enquanto “algo” do qual pensamos e falamos

{conceitos, definigdes, e tudo o mais), € que temos o objeto.

E claro, isso ndo nos torna idealistas ao ponto de achar gue, objetos
tomados como estipulagdes locais {por exemplo, pensando o Sol), deixam de
existir (ndo aquece ou ilumina mais a Terra) se ndo falo a respeito, pois se

encantram em nossa realidade.

Assim, a partir dessas caracterizagdes basicas __ atividade e producgao de
significados, enunciacdo e enunciado. interlocutor e demanda, conhecimento e
sujeito do conhecimento, objetos e relagdes, estipulagées locais e CS _ incluindo
seus inter-relacionamentos, vamos nos posicionar ao falar do MTCS neste

trabalho de pesquisa.
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4.3 QUANTO A OBJETOS DO CALCULO

Neste item tecemos consideragoes a respeito de alguns objetos
produzidos comumente no pensamento diferencial e integral, observados nas
atividades vividas {(durante anos) como professores de Calculo, no intuito de
contemplar significados n3o real¢gados e mostrar uma leitura de nossa

experiéncia a partir do MTCS.

Um objeto denominado limite

Os significados a respeito de “limite” sdo produzidos, em nivel inicial,

geralmente dos seguintes modos:

1. Em um CS visuai-geométrico, usando figuras de pontos sobre uma reta

se aproximando de modo dinamico {ao desenhar e falar) de um valor limite {ponto
- de acumulacdo); ou usando graficos de fungbes que nao ultrapassam
determinados valores ou s3o limitados por outras fungdes, também
representadas graficamente; ou ainda, indicando que os graficos vao para o

infinito, crescem ou decrescem indefinidamente. Juntamente podemos ter

enunciagdes e enunciados do tipo: “se aproxima de...”, “cada vez mais proximo
de...", “tende a..."; ou simbologias como: " x— a “, f(x} —» b", onde a e b podem

ser valores numéricos, « (infinito), ou outras expressdes funcionais.

2. Em um C8 do pensamento alqébricoﬁ, usando de calculos numéricos

aproximativos, inclusive com auxilio de calculadoras ou tabelas de valores. Nesse
caso, € comum usar o pensamento funcional como simples ‘expressées
algébricas”, y = f(x), onde dado um valor a x se obtém um valor para vy,
trabalhando de modo dindmico o discreto-numérico ao invés do continuo-real,

calculando lim f(x) como se tivesse que calcular f(x) para varios valores de x

X-»g
Dem proximos de x = a até descobrir {intuir) para que valor (ou para onde) “tende”

f(x) “a medida que x tende para a”.

' Segundo Lins & Gimenez (1997. p. 151} ha distintos modos de se produzr significados para a algebra, ¢ o
sensamento algebrico ¢ um desses modos. gue devido as caracteristicas fundamentais apresentadas  se adequa a
situagdo em termos de operagdes aritmélicas e funcionais {como soma, subtragio. produto ¢ guociente de hungdes a
medida em que sfo especificadas em uma atividade).
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n

Podemos ter também enunciados do tipo: “se aproxima de...”, "cada vez
mais proximo de...", "tende a..."; ou de simbologias como: " x— & “, f(x) —» b,

ande a e b podem ser valores numéricos, ou mesmo o (infinito).

3. Em um CS de algoritmos, quando se resolve limites por esguemas

(‘.'ftuais"g) ja estabelecidos (que foram autorizados, geralmente pelo livro ou
crofessor, e aplicados em outros calculos de limite anteriores com sucesso). Por

zxemplo;

2 2

1) Iimimj—m, sabe-se que tem que: (a) dividir o polinémio de grau maior
x—a X — (1

pelo de grau menor, (b) simplificar, (¢) fazer x = a. Ou usar a Regra de
L'Hospital, derivando numerador e denominador até nio ter mais 0/0 ao
fazer x = a.

2) 1im(m—n] , sabe-se que tem que: (a) multiplicar e dividir por
((Wn® + n +n) (o chamado “conjugado™), (b) simplificar, (¢) fazer n— o,

1
quando tiver na forma A , pois lim—=0.
n

n—w 1

Um objeto denominado derivada

Entre os significados produzidos para derivada os mais constantes sao
25 de: limite do quociente de Newton, declividade da reta tangente em um ponto,
funcao f’ obtida de uma funcao f por determinada regra, taxa de variagao

nstantanea, velocidade instantanea, custo marginal e receita marginal.

" Como cita Davis {1988) ¢ ¢ reforcado por Rezende (1994. p. 7).
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E importante que se note

2ue esses significados sao produzidos
2& mais de um modo, separadamente
~ 2u em conjunto. Por exemplo, pode-se

oroduzir  significado de taxa de

) . . dy ds
waracado instantdnea, — ou - em
g dx di

um CS visual-geometrico seguido de

um CS de limite, exibindo as partes

Ax. 4y, dy, dx em um grafico, e

enunciando:

. by dy .
im i ou em palavras:

Sx+h) - S (x)

7 =, o limite deste quociente, quando h tende para zero, isio &,

dy/dx , € chamado taxa de variagdo de y em relacd0 a x. Assim ao vanar x, y
tambem vanara, a taxa de dy/dx unidades por unidade de vanagdo de x

(Swokowski 1983, p.193).

BACaddlad i,
h

apos ter definido derivada de fem a, por f'(a)= Eing desde que o

. : . : . . i
imite exista, e ter introduzido a notagéo diferencial c—i%:f’(x).

QU

Pode-se tomar estipulagdes infinitesimais em vez de limite, como diz um

dos professores observados (transcrigdo das anotagdes distribuidas aos alunos):

Por infinttésimos é cormo pensoy Leibniz e como costuma-se pensar em
Fisca. Aqui 0 acréscimo Ax & pensado como infinffamente pequeno e escrito dx. (..)
Para calcular a derivada de y = f{x) = X’. dé-se um acréscimo infinitesimal dx &
varnidvel x e calcula-se o acréscimo dy resuftante emy. (...}

dy _ 2xdx +dx’

E— s =2x +dx
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O coeficiente angular da reta tangente, isto &, a denvada, é a parte real
dessa expressdo, isto €. a pante que se obtém desprezando o infinitésime dx. Assim,

ov

Em um CS dos algontmos, relacionando diretamente taxa de variagao

instantanea com o simbolo funcional de derivada:

Sendo y = f{x), a taxa de varagao instantdnea de y em relagdo a x € dada

pela denvada de f, isto 6, Taxa de vanagéo = %= f'xp {Hoffmann, 1982,

p.68).
ou
Em um outro CS {com estipulagdes locais numéricas) ao dizer que: “taxa

AP . day
de variagdo instantanea é um valor calculado por uma razio E entre duas

quantidades, medindo a vanagao da quantidade y por unidade de x.”

Por exemplo:

G conceffo de vanagdo marginal em economia corresponde ao concefo mais
geral de taxa de variacdo instantdnea. For exemplo, se o custo total da produgdc de x
unidades de um produto é dado por C{x), entdo o custo marginal & dado por C (x} ,
gque e a taxa de variacdo de Cix).(...) Lembrando que C'(k), o custo marginal de em K,
é o custo aproximado da (k+1)-€sima unidade depois que as k primeiras unidades
tiverem sido produzidas {...) Mais genericamente, 0s econonnstas aplicam a derivada

de umna fungdo para estimar a vanagdo na varavel dependente causada por uma

variagaa unitaria da variavel independente (Leithold, 1988, p. 113 e 115).

E aqui neste discurso voltado a area econdmica, chamamos atengéo ao fato de
gue, apesar de tratarem com fun¢des continuas de producgdo, geralmente so
interessarm resultados calculados em valores inteiros, dai a variagio da k para a
{k+1)-ésima unidade ser considerada como um Ax acréscimo suficientemente

pequeno {"infimo", apesar de igual a 1) para termos uma boa aproximagao.

OU ainda
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Tendo no nucleo outras estipuiagdes como a velocidade .

Um obijeto denominado diferencial

Temos uma produgdo de significado em relacdo a estipulagées visuais-

geométricas e funcionais ao desenhar e escrever:

B X Ax . x*AX -

Ax = dx . diterencial da variavel independente x
Ay = dy = F7{x) .dx , dilerencial da varidvel dependente v

Temos uma producdo de significados em relacao a estipulagoes
nfinitesimais e visuais-geométricas, como propds o professor acs seus aiunos

~2m uma das turmas observadas:

Aqui o acréscimo Ax é pensado como Infinitamente pequeno e escrito dx. Em
vez de uma figura (figura do livro) mostrando varias retas secantes aproximando-se
da reta iimite, que é a tangente, a figura abaixo mostra a ampliagdo da vizinhanca
infinitesimal do ponto de tangéncia por um microscopio de poder infinito. Na
vizinhanga infinftesimal do ponto de tangéncia, a curva e a reta ltangente esldo
infinitamente proximas, de modo que aparecem confundidas em um  Unico

segmento. [ ] Quando x varia de x a x + dx a fungdo vana de f(x) a fix + dx)...

" Esse tipo de relagdo direta entre taxa instantdnea e velocidade e enire Iaxa instantinea e declividade. podemos
soconuar comentarios. por exernplo. em Cassol (1997, p. 96-97) que tem como central em suas discussies a produgio
- I diversos significados para a derivada.
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Nesse caso, a letra d indica um operador que age sobre uma grandeza {x
ou y} tendo como produto uma variagao infinitamente pequena desta grandeza

dx ou dy).

Um _objeto denominado integral definida

Trés significados sao proeminentes: o de area, o de somas de Riemann, &
o de soma infinita de grandezas infinitesimais (comprimento, area, volume, e

outros).
Como area .

E feita por aproximacdo da area de uma figura plana por poligonos

-etangulos) cujas areas séo caiculadas pelos métodos da geometria elementar.

As estipulagdes locais sdo predominantemente visuais-geometricas,

niciando com figuras do tipo (fig 1):
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Onde a particao em subintervalos {x.;, X;j , em que x, sdo numeros tais que
a=Xxo<x1<x2< .. <Xx,=b & dita ser qualquer, e tal que o maior dos nimeros
AX = X - Xiq , €Ntre AXy, AXg, ..., AXy, . € chamado norma da parti¢ao, e denotado

por ||

Além disso, 3 medida que temos n cada vez maior {mostra-se outras

figuras com mais parti¢des) a soma das areas dos retangulos

Sp= Z f(w,)Ax, mais se aproxima da area da figura delimitada pelo grafico

=1
de f, pelo eixo dos x € pelas retas x = a e x = b. Em que ha um apelo direto ao

visual para entendimento simultaneo da defini¢ao de area e integral definida.
Por exemplo, em Avila {1978, p. 170),

A area assim definida é chamada a integral de f no intervaio fa,b], a qual é

h
indicada com o simbolo _[ [f(x)dx . Portanto, por definigao,

[ edde= tim D" 7w ).

Como soma de Riemann :

Definigdes apresentadas em Swokowski (1983, p. 230 e 233).

“Seja f uma fungéc definida e um intervalo fechado {a.b] e seja P uma partigdo de fa.b] Uma soma de
Riemann de f em refagdo a P é qualguer expressdo R, da forma

RF':if(w,-)Axf K

onde w, é um numero em [X., xjpara i=12..n"

“Seja f uma fungao definida em um intervalo fechado fa,bj. A integral definida de f desde a até b,

denotada por f Fle e = lpimoz F(w,)Ax, . desde que o limite exista.”

Come somas infinitesimais
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Por exemplo:
Em Avila (1978, p. 171) encontramos:

O simbolo / de integral é devido a Leibniz: ele é urna deformacdo da letra S
de “soma’, usado para lembrar que estamos Kdando com o limite de uma sequéncia
de somas; f{x} dx sena, no entender de Leibniz, a drea de um “reténguic infinitesimal”
de base “infinitamente pequena” dx e altura f{x); a integral de f, de a até b, sena,

entdo, a soma de todos esses metangulos infintesimals,

Nas anotagGes que um dos professores observados (durante a pesquisa
de campo) fez aos alunos sobre a palestra do professor G. Guinness
(abril/ 1997, Seminarioc de Educacao Matematica - UNESP - Campus de Rio

Claro).

dy
As notagoes usadas hoje, E e Jydx, bem como as expressdes caiculo

dgiferencial e calculo integral sdo devidas a Leibniz. 580 notagbes petfeitamente
coerenfes com o modo de pensar de Leibniz. A letra o indica um operador que faz
passar de uma grandeza para uma variacdo infinftamente pequena desta grandeza,
mantendo a nafureza da grandeza. Por exemplo, se x & um comprmenio, dx
representa wm comprimento infinitesimal, se A é uma area, dA represenfa uma area
infintesimal, se V é um volume, dV representa um volume infinflesimal, ddx
representa uma varacdo infintesimal de um compnmento infinitesimal, isto é, um

infinitésimo de segunda ordem, etc.

- : i : - .
Se x é um compnmento, Jx representa uma soma infinila de comprimentos
X, jdx representa uma soma infinita de comprimentos infinitesimais , cufo resuftado

¢, de novo, o comprimento x, A = j dd = j ydx & uma soma infinifa de areas

infinitesimals. reconstituindo a area sob a curva, elc.
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Em Simmons (1987, p.298) ele diz que: “consideramos a maneira faci e intuftive

Je construir a integral definida.

Pensamos na area sob a curva como sendo composta de uma grande
qguantidade de faixas retangulares verticais finas. A faixa tipica mostrada na figura
tern aftura y e largura dx e, portanto, érea

dh = yx = [f(x)dx. poisy=fx). (.)

Agora pensamos na area fotal A da regifo como o resultado de adicionar
esses elementos de area A guando nossa faixa tipica vare toda a regido. £sse ato
de adigdo ou somatorio pode ser simbolizado por

A=lda. 1.y

A4- J-dA = Iydx = Ef(x)a’x

-3 ALGUNS FUNDAMENTOS TEORICOS DE: BRUNER, VYGOTSKY E
BAKHTIN

Por estarmos nos apoiando em muitas das idéias destes autores
sonsideramos importante falar sobre alguns enfoques de suas teorias,
crincipalmente no que diz respeito a significado, fala, e |nterlocutor,

~rocuraremos explicitar, de modo sintetizado, os pontos com o0s quais
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concordamos e aqueles com os quais discordamos ou vemos possiveis
adaptacées e acréscimos no sentido de constituir juntamente com o MTCS um
embasamento tedrico coerente.

Apesar de nao falar diretamente sobre conhecimento, Vygotsky (1896 -

1834} com formagao superior em literatura, medicina e psicologia, trabaiha

especiaimente dois fatores que lhe sao préprios: o pensamento e a linguagem.

A fim de analisar a ontogénese do pensamento, Vygotsky estuda o

problema da construcao dos significados e dos conceitos.

Este autor concebe uma forma de funcionamento psicolégico, no qual a
constituicdo biolagica (fisiologica) evolutiva do organismo € um sistema que
incorpora e integra o uso de sighos a partir de unidades (moénadas) de

- “uncionamento psicolégico, nas guais o afetivo e cognitivo sdo inseparavers.

Concordamos com essa forma conjunta do afetivo e cognitive nas questoes
DSIcolOgicas que, pela nossa visdo de leigos, ndo ha como ser tratada

separadamente (se consideramos 0 comportamento humano), a nao ser em

rermos de uma abstracao tedrica.

As analises simultaneas no campo da psicologia e semidtica s&o, segundo
James V. Wertsch,"' uma marca central nas obras de Vygotsky, que se evidencia
. quando ele fala das “ferramentas psicologicas” € seus sistemas complexos {como, por
- exemplo: linguagem, signos convencionais, sistemas de contar, tecnicas
. mnemdnicas e sistemas de simbolos algébricos). Estas fungbes psicoidgicas
L {como por exemplo: memdria, percepcac, operagdo sensdrio-motora e atencao
voluntaria) tornam-se “aproriacdes” dos individuos por fazerem parte ¢o seu meio
socie-cultural.

A paiavra "social”, quando se aplica a nosso tema, tem uma grande
importancia. Acima de tudo. no sentido mais amplo da palavra, significa que fudo o
gue & cultural é social. A cultura é o produto da vida social e da alividade social
humana. Por 1850, ao tratar do problema do desenvolvimento cultural da conduta

estamos introduzindo diretamente o plano social do desenvoivimento (Vygotsky,

apud Wertsch, 1988, p. 96).

" Ver Wertsch (1988}
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. O aprendizadc é um aspectc necessano e universal do processo de

desenvolvimento das fungbes psicoldgicas  cufturalmente  organizadas €

especificamente humanas {Vygotsky, 1891, p. 101).

Quanto a énfase dada por Vygotsky a linguagem, devemos dizer que,
concordamos sobre o papel preponderante que a linguagem tem no NOsso pensar
e, particularmente, na fala. Em termos do pensar matematico, das enunciagoes
matematicas ¢ dos enunciados matematicos, se usa um misto de linguagem
matematica formal (com toda sua l6gica e simbologia propria) com outras

liInguagens {como a materna ou 0s gestos).

Uma das linhas gerais de estudo de Vygotsky, consiste na investigagao de
como as fun¢des psicoldgicas se iniciam em uma forma primaria ou elementar
(com o desenvoivimento natural, como: movimentos, reacdes e percepgoes) e
logo passam a formas superiores (com o desenvolvimento social ou cultural,

-como: pensamento verbal, memoria légica e atengao voluntaria). As principais
caracteristicas de distingdo entre as fungdes elementares e superiores sao: 1. o
controle voluntario (pelo sujeito) do meio que integra, pois as fungdes
glementares sao totalmente determinadas pela estimulagao ambiental, 2. o
aparecimento das realizagdes conscientes; 3. a origem e natureza social das
fungbes psicoldgicas superiores; ' 4. o uso de signos _ ferramentas psicolégicas
_ como mediadores das fung¢des psicologicas.

A invenicdo e 0 emprego dos signos fou de simbolos] na qualidade de meios
auxilfares para a solugdo de aigumna tarefa psicoldgica estabelecida no homem

{memorizar, comparar algo, informar, eleger, elc) supde, desde sua faceta
psicoiogica, por um momento uma analogia com a invengdo e o emprego das

ferramentas. (Vygotsky, 1895, p. 91).

Mais adiante {p. 123), esse autor continua:

Gragas aos mais sensiveis expenmentos realizados cremos possivel formular
a seguinte regra geral. na estrutura supenor © signo e o modo de seu emprego é o

determinante funcional ou o foco de todo o processo [psicologico].

= Quanto & nattreza ¢ origem das funcdes psiquicas superiores, ele diz que sio relagdes interiorizadas de ordem
social, por isso. quando estuda o desenvolvimento psicoldgico. desde a crianga. ndo se orienta. como Piaget. em direcio
2 socializagio da crianca {em como ela se comporta no coletivo), mas sim em como as relagdes sociais se wransformam
=m lungdes psiquicas. ou como o coletivo ¢ria as fungdes psiquicas superiores.
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Considerando a importdncia do social na construgdo do psicolégico,
podemos compreender 0 destaque dado em seus estudos para os signos, em

particular para os da linguagem em correlag&o com o pensamento.

Segundo ele:

O pensamento ndo é algo acabado, pronto para ser expresso. O pensamento
se precipita, realiza certa funcdo, certo trabatho. Este trabalho do pensamento ¢ a
transicdo desde as sensagoes da tarefa _ através da construgdo do significado _ ao

desenvolvimento do proprio pensamento (Mygotsky, 1891a, v.lI, p. 125).

0 pensamento pode funcionar sem quaisquer smagens verbais ou

movimentos de fala detectaveis pela auto-observagao (Vygotsky, 1995, p. 41).

Para Vygotsky, a unidade de analise do comportamento humano é o

. significado, que ele considera como sendo a unidade do pensamento verbal.

Quando o pensamento se expressa na palavra ou com ela se realiza, ha um

aperfeicoamento do pensamento no que denomina de pensamento verbal.

. € no significado da palavra que o pensamento € a fala se unem em
pensamento verbal £ no significado entdo, que podemos encontrar as respostas 4s

nossas questées sobre a refagdo entre a pensamento e a fala (op. cit., p. 4).

Os significados das palavras s&o construgdes dindmicas na propria
relagdo particular entre pensamento e fala. Mas para este autor, 0 pensamento e
a fala “tém raizes diferentes’. Em seus respectivos desenvolvimentos a fala tem um
estagio racional (pré-intelectual) enquanto que o pensamento um estagio pré-
linguistico, que acabam por se encontrarem, transformando entdo o pensamento
em verbal e a fala em racionalmente significativa.

O pensamento verbal ndo é uma forma de comportamento natural e inata,

mas & determinado por um processo historico-cultural e tem propriedades e leis

especificas que ndo podem ser encontradas nas formas naturais de pensamento e

fala (Op. cit., p.44).

Vygotsky afirma que nos primeiros estagios de desenvolvimento, quando a

crianga ainda conhece poucas palavras, ela tenta dominar a fala, pois

anteriormente neo “pré-intelectual” a fala tinha somente fungdes de descargas

emocionais e de gontato social, e a partir do momento em que a crianga passa a
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prender o signo aos objetos ("cada coisa tem seu nome”) ela comega a usar uma
funcdo simbdlica, a unidade do pensamento verbal (o significado). Logo,
juntamente com o processo de aten¢do, associagdo, formacao de imagens, tem-
se como indispensdvel 0 uso do s$igno para completar as operagées mentais e

alcangar a construgao de conceitos.

Em suas palavras:

Os complexos” que commespondem ao significado das palavras ndo sdo
desenvoividos espontaneamente pela crianga: as linhas ao longo das quais um
complexo se desenvolve sdo predeterminadas pefo significado que uma deterrminada
palavra j& possui na linguagem dos aduiltos.{...) O adulto ndo pode transmitir a crianga
© seu modo de pensar. Ele apenas lhe apresenta o signfficado acabado de uma

palavra, ao redor do qual a crianga forma um complexo ... (Vygotsky, 1985,
P.58).

Ainda referindo-se a significado (p. 125).

O significado € apenas uma das zonas do sentido, a mais estével & precisa.
Uma palavra adquire seu sentido no contexto em que surge, em contextos diferentes,
altera seu sentido. O significado permanece estavel ao longo de todas as alteragdes
de sertido. O significado dicionanzado de uma palavra nada mais € do que uma

pedra no edfficio do sentido, ndo passa de uma polencialidade que se realiza de

formas diversas na fala.

Podemos observar que, para Vygotsky, O significado € viISto COmo uma
construcdo social da mente, de origem convencional, como parte mais estavel do
orocesso de producao de sentido; sendo dicionarizavel e permanecendo estatico,

0 que, para_nds, & equiparavel ao gue consideramos, nesta pesgquisa, como

significado literal.

Sentido e significado para muitos sao vistos como sinénimos, inclusive
oara linglistas, porem a interface de estudos com a psicologia _ psicolinguistica

_ permitiu uma distingac destes conceitos.

" Um pensamento por complexas (ou simplesmente um complexo) € um tipo de pensamento no qual objetos.
mleriormente isolados na mente. passam z estar associados devido as impressdes subjetivas ou as relagdes emtre si.
“vgotsky diz ter investigado € observado cinco tipos de complexos: associativo. de colegdes naturais, em cadeia. difuso
= o pseudoconceito, Este altimo. o pseudaconceito. é o complexo predominante sobre todos os outros complexos. sendo
2 eto de ligagdo entre o pensamento por complexos € 0 pensamento por conceitos {cf. Vvgotsky, 1993, p. 32-59).
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Para Vygotsky, por exemplo, sentido é a unido dos acontecimentos
osicoldgicos que a palavra evoca conscientemente e tem um predominio sobre o

sgnfficado da palavra.

Contudo, ainda que Vygotsky afirme que a palavra, frase ou enunciado
adquira seu sentido e significado no contexto do discurso, ele ndo desenvolveu
esta idéia de contexto.’* Recorremos a Bakhtin, por concordar com a dimensao
dada por ele a palavra ou a frase em um enunciado ou em uma enunciagao,
ampliando as afirmag¢6es de Vygotsky em dire¢do a um funcionamento semiotico
mais contextualizado:

Quando a atividade mental se realiza sob a forma de uma enunciagdo, a

onentagdo social a qual ela se submete adquire maior complexidade gracas &
exigéneia de adaptagdo ao contexto social imediato ao ato de fala, e, acima de tudo,

aos interfocutores concretos (Bakhtin, 1995, p. 112 e p.117).

Seguimos nessa dire¢do e notamos que, em conseqUéncia de uma
inguagemn verbal, © pensamento verbal é desenvolvido pela aquisigdo das
relacdes, generalizacdes, conceitos e operagoes logicas. Muito embora, ainda
Jeva ser esclarecido que a articulagdo de nosso pensamento nao & imposto pela
articulacdo linguistica'™. Um bom exemplo para isso nos da Buyssens quando
afirma que podemos mudar nossos pensamentos mantendo uma mesma frase

werbal,

Quando criangas, ouvimas dizer que "o Sof se levanta” ¢ acreditamos que fsto
comesponde exatamente & realidade; vemos o Sol subir no ceéu; a escola. entretanto,
ensina-nos que se trata de um movimento aparente e, na realidade. & a Terra que se
move, modificamnos o pensamento sermn modificar a frase, esta, entdo, ndo comanda

aquele./...] Quando vale a pena, o pensamento humano liberta-se faciimente dos

quadros proprios & lingua (Buyssens, 1974, p. 90-91).

S critica. de nde desenvolvimento do contexto nos escritos de Vygotsky, pode ser encontrada em outros autores.
o em Ping {1991) ¢ Wertsch {1988). embora esse segundo avior taca criticas maijs amenas a essa posiydo. a pagina
221 dizz “Para explicar a posi¢do vygoiskvana de sentido. de forma que permila relacionagr o5 fendmenos psicologicos
o= o5 sociais institucionass. devem incorporar-se novas idéias. As idéias que me refiro provéem dos trabalhos de
WM. Bakhtin (.1

* Emendemos por anticulacdo linglistica o uso propric da linguagem tos movimentos de fala como a vocalizagdo (na
“2a exlerna ou na egocéntrica) ou incluindo a abstragio destes movimentos no “falar consigo mesmo™. que alguns
~ mmores denominam de “fala interior™ ou “fala interna”.
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O fato de fazermos uma mesma afirma¢éo, embora com justificativas
diferentes (uma: "porque o Sol sobe no céu” ; outra; “porque a Terra se move”)
que nem sempre séo explicitas juntamente com a afirmagao feita, nos conduz a

observagoes pertinentes a esse tipo de agao, como:

sa estrutura da fala nao é um simples reflexo da estrutura do

pensamento'®:

*0 pensamento sofre inGmeras transformagbes antes da tentativa de o

expressarmos através da fala;

*0 que, efetivamente se diz, tem sempre um modo de ser elaborado
mentalmente, o qual pode variar (por exemplo, pode-se partir de principios

diferentes) mesmo que se expresse numa so6 proposicao;

equando se dizem coisas a respeitc de um objeto, ja se considera, na fala,
- aguilo que as produziram {embora estas consideragées nem sempre sejam
observaveis para uma terceira pessoa) _ uma demanda de algum interiocutor’’
que fez estipular alguns principios ou situa¢des da qual se partiu . A fala &,
nesse sentido, uma “resposta”, mas este processo acontece e, parece completo,

oara quem esta a dizer,

squando ha certa convivéncia (maior contato psicolégico, coincidéncia de
pensamentos) entre os dialogantes, a fala tende a ser mais abreviada e, por

maiores razées, isto acontece em termos de fala interior'®.

Ainda sobre a patureza social da enhunciagao, observamos que Bakhtin a

enfatiza dentro da semidtica, ligando indissoluvelmente o signo a situagao social

como forma de exprimir a ideologia.

A comunicagdo verbal [..] implica conflitos, relagbes de dominagdo e de
resisténcia, adaptagdo ou resistencia a heramuia, ulilizagdo da lingua pela classe

dominante para reforgar seu poder etc {Bakhtin, 1988, p. 14).

“ “Melhores reteréncias em Vygotsky (1995, p. 109}, Também em Vygotsky (1991, v.h p. 129 ¢ 440-443 ¢ v.IL p, 287-
357) encontramos a respetio da interacio do pensamento e da fala (linguagem oral). bem como a relacio da palavra no

=odo de analisar a ontogénese do pensamento.
- Observando que imerlocutor ndo necessariamente € uma pessoa. mas qualquer agente que propicie desenvolvimenio

cognitivo no sujeito (Lins, 1994),
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. NAQ S80 palavras o que pronunciamos ou esculamos, mas verdades ou
mentiras, coisas boas ou mas, importantes ou trivials, agradaveis ou desagradaveis

elc. A palavra esta sempre carregada de um comMtetdo ou de um sentido 1deolégico
ou vivenciai (Bakhtin, 1988, p. 95).

Assim, nas relagées socio-epistémicas’® abordadas nesta pesquisa (por
exemplo, presentes na producdo de conhecimento em sala de aula ou fora dela,
no estudar de enunciados matematicos veiculados e nas enunciagbes por
professores e alunos), os argumentos e proposi¢des estarao considerando, como
essencial a construgdo e organizacdo do pensamento e a produgadc do

conhecimento, uma unidade dialética entre o pensar e o manifestar-se: a fala.

Através da fala, mesmo no falar consigo, o sujeito responde a uma certa
Jemanda de seu(s) interfocutor(es), e acontece a agao de “falar de”, ou “falar a
partir de”.

... 0 papel dos interlocutores é o mesmo, sejam “internos” ou "externos” f..]

ermn ambos 0§ ¢asos o sujeito fala para modos de produzir significado, pergunta a eles
e para eles olha em busca de sinais de que esta falando adequadamente (Lins,
1994, p.33).

O falar de uma pessoa geralmente envolve, em uma interagao dialdgica,
seus pensamentos € seu interlocutor; uma simples enunciacao nesta acao, exige
mtencionalmente certos significados e nao outros. A atividade de falar, além de
arganizar a expressao verbal que permite a produgao e exteriorizagdo dos
significados, em sentido inverso também € orientada e modelada por essa

=xpressao verbal.

. a enunciacdo & o produto da interagdo de dois individuos socialmente
organizados e, mesmo que ndo ha@a um interfocutor real, esfe pode ser substituido
pelo representante médio do grupo social ao qual pertence o locutor. A palavra dirige-

" I_ma abordagem ampia sobre fala interior. sua ontogénese em relagio & lfaja “egocénrrica” {com discussdes parakelas
20 ponto de vista piagetiano). podemos encontrar em Vygotsky (1995, p. 119-132).

© Por relagdes sdcio-cpistémicas entendemos squelas ¢m que a produgio de conhecimento € vista como: se
~=lacionando ou pa dependéncia direta de  fatores sociais (e ndo somente de {alores mais “pessoais” como oS
sicologicos e bioldmcos).

= Consideramos a fala comp unidade dialética tendo em vista suas caracteristicas. como; {i} 20 mesmo tempo que
czfizte o pensamento em um Ceno momento 4 . ndo reflete o pensamneto em um momento ty ; €ii) 2 unidade do
sensamento ¢ de seu manfesto da-se em uma diversidade na fala: (ifi} é a unidade hdsica da enunciagzo e do didlogo.
enstituindo um metodo de investigagae do pensar. uma representagio dialogica do pensamento.
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se a um interlocutor: efa é funcdo da pessoa desse interfocutor (Bakhtin, 1992,

p.112-113),

Sempre que falamos {mesmo na fala interior) a demanda vem a partir de
nerlocutor{es) do nosso contexto social, para o(s) qual(is) falamos e por quem
‘ou o qué) desejamos ser compreendidos e em fungdo do(s) qual(is) passamos a

oroduzir significado o conjunto de coisas que se diz a respeito de um objeto.

Ao termos pessoas por interlocutores, isso implica na necessidade de se
S=zer compreender, em procurarmos estabelecer um freio para a diversidade dos
sueitos que falam, pois embora failem a mesma lingua, naoc failam exatamente
wual. Ou seja, da-se a procura, a negocia¢ao de convengGes proprias, de
estipulagbes locals que permitam pensar em “torno” delas, produzindo-se

monficados e conhecimentos iguais ou bem proximos.

No plane cientifico, por exemplo, ha uma busca constante e preponderante

Zessa uniformidade, a partir da prépria linguagem e da diversidade imposta pelos
sensamentos e conhecimentos dos sujeitos. Isso pode ser constatado, na
Matematica, pela especificidade de sua linguagem e formacao de suas teorias.
=218, quando @ que uma teoria ou resultado se agrega a Matematica? Varios
“=tores podem ter influéncia {(como: ser considerado verdadeiro dentro da
- Matematica, ter o devido rigor matematico.?' seu autor ter poder explanatorio, ter
soder politico, ser algo de interesse ou ndo em manter determinados paradigmas
= outros®), porém, ha um fator basico _ a"exatidao’, a especificidade quase que

sngular dos significados convencionais da Matematica _ que sempre antecede

 im Ferreira {1994, p. 572). encontriamos em sentido figurado. rigor. como: precisdo. exatidio. clareza. Bicudo (1992,
. oo diz que: "o gue (ém em mente os matemdticos. quande tratam do rigor em sua ciéncia € o lado sinidiico do rigor
=0 o dmbito de qualguer linguagem. desse ponto de vista, ser rigorose em Matemdtica significa proceder de
wrdo com as regras de sua gramaiica. a LOGICA ™ Sobre a fupgdo do rigor matemdtico ¢ do embate de alguns
Cmmeres 3 respesto do mgor Cversus” (GUICA0. esse mesmo autor (p. 64) alirma:r v o inwigdo & construldo no
nete colidiano das guesides e gque a seguranga’ da infuigdo, baseada na familiaridade com as questdes
25, s¢ eshoroa de encontro g siiuagdes novas. que witrapassem os limiles daguelas que ajudaram a construir. A,
o rigor € fundomental para liberar tais situagdies de tudo o gue ndo seja essencial e. desse modo preparar o
Welero lerreno em que vicejard uma nova intuicde. [ ] Mesmo que ndo percebamos. a intuicdo estd impregnada do
ooe que colaborou na possibilidade de sua criacdo. € o equilibrio das tendéncias de DIFERENCIACAQ lintuicdo; ¢
N HCAO frigery [ ] Essa é a funpdo do rigor: ndo apenas sancionar a intuicdo, mas também possibilitar a sua
do. "
== zbrangente discussdo a respeito desse e de ourros assuntos correlacionados. ¢ncontramos em Fourez G.. A
rucde das Ciéncias, 530 Paulo: Editora UNESP. [995, Mais especificamente. sobre os desenvolvimentos
adns da Matematica 1emos Gillies. D.. Revalutions in Mathematics. New Yaork: Oxford Science Publications.
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aos demais (em relagao a linguagem). Este faz com que, ao se escrever um
enunciado matematico, a transposicdo em relacao ao pensar matematico que ja é
sistematico (no sentido 4gico), seja mais sistematizada e formalizada® ainda, e,
sempre no intuito de que o primordial é possibilitar a retomada (compreensao,
nterpretagdo analoga) do resultado ou tecria por qualquer matematico
pertencente ao grupo de especialistas® no tema (independente de sua lingua
usual). Nesses moldes, o objetivismo abstrato de tratamento da Matematica
beneficia arbitrariamente a uma certa unicidade na produgéo de significados, em
‘principio”, dindmicos e plurivalentes (se produzidos em uma linguagem nao
cientifica, cotidiana), em significados do tipo literais (préprios a linguagem

- matematica), estaticos e monovalentes.

A par das caracteristicas e imposigoes proprias a linguagem matematica,
sobre as quais citamos algumas referéncias acima, o professor diante do ensino

quer que o ailuno aprenda a construir determinados significados, que facga

enunciagdes de modos especificos®® ( primando inclusive, cada vez mais, pelo

rigor).

No Calculo, por exemplo, considerando a constituicao de significados que

e requerida (peia demanda do professor ou de uma “autoridade” atribuida ao livro

= Fstamos nos referinde a formalizadas no sentide de Ferreira (1994, p. 304), em que. formalizar é : “assumir uma
Jparéncia de formal”™ e formal : “evidente. claro .. jpreciso, [.. jque ndo é espontaneo. que 5¢ alem gs
Sormidasestabelecidas; convencional”,

u

Pois, neste sentido. concordamos com o que diz Davis & Hersh (1995, p. 49): O lrgbatho produzido pelo
matemdtico ideal € inteligivel por apenas um  pequeno prupo de especialistas, iotalizando algumas duzias ou, no
maxime. umas centenas.”

= As caqracteristicas essenciais dos matematicas profissionais {professores e/ou pesquisadores) em scu trabalho com a
Matematica, bem como as especificidades de suas concepgdes e tutelas. sdo centrais nos ¢studos e pesquisa de Silva
(19931 A pagina 219, ¢la diz ~O trabalho com Marematica € um alo de verificacdo interna no sentido em que a
verificacdo da validade de uma determinada afirmativa. ou o encadeamenio-conexdo de elementos de ou para
afirmativas. dispensam. em primeira instdncia referéncias ouiras. de natureza maierial.. Ultrapassados os elemenios
inicigis para o desenroifar da tarefa, a continuidade depende do aluno ter adguiride ou ndo o esquema de verificacdo
na situacdo determinada pela especificidade do irabalho. passando ‘aluno-orientador-grupo’ a um nivel de
cumplicidade.” [sso realga a “tutela™ no lacer e na aceitagdo dos modos de se wrabalhar a Matematica desde pequenos
Trupos. em sala de aula

Quanto & naturcza deste fazer, gostariamos ainda de acrescentar que apesar de filosofos. como Lakatos. terem
investido em defender contra o dogmatismo da Matematica (tormalista ou logicista). ou seja. a favor de uma
spistemologia da [alibilidade, mesmo em se tratando de Matematica. ainda hoje s¢ tem os legados arraigados de
Alosofias anteriores (como o platonismo) ao fazer matemdtico. Isso pode ser notade na prioridade concedida ac
zstabelecimento de fundamentos seguros. Jando énfase ao formalismo. 4o logicismo ¢ a imuigdo, Nessa diregio, €
oropicia a atimmagdo feita por Davis & Hersh (1995, p. 337) de que idéias platdnicas ajudam a conservar uma certa
reimosia a respeito dos fatos matematicos (que estendemos tambeém aos objetos matematicos). “Eles sdo o que sdo e
Ado O que queremoes que sejam.”
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lexto, as mais comuns encontradas em nossa pesquisa) em relacdo a limite
(limite Weierstrassiano), observamos uma tendéncia de vinculagio, inclusive na
seqliéncia do conteudo, de ter este objeto (/fimite) na construgdo de quase todos
os significados e conhecimentos posteriores. Isto continua a contribuir para a
caracteristica de maior especificidade da linguagem matematica que apontamos

acima e, consequentemente, uma menor generalidade de entendimento fora dela.

Essas questdes da linguagem nos levam, portanto, a pensar sobre a
fungao semantica (produg¢do de significagbes) juntamente & fungéo semidtica (uso
dos signos, dos semas® _ para o matematico mais em processos graficos da
linguagem escrita, simbologia matematica, diagramas)  ligadas aos objetos

matematicos.

Muito embora fuja de nossos objetivos, nessa pesquisa, fazermos estudos
e abordagens do ponto de vista da iinguistica, estamos cientes de que estas
guestoes estdo presentes nas leituras e certamente fazem parte das

interpretagdes.

Em sala de aula destacamos a enunciacao, o falar, a palavra (oral ou
escrita, diagramas), como material essencial das relagoes entre alunos e
professores, embora como ja dissemos anteriormente, transpassada pelas
questdes da linguagem.

A forma lingdistica é sempre percebida como um signo mutével ..} o
conteudo ideologico, o relacionamento com a situacédo social determinada, afetam a

significacdo Q valor nova do signo, relativamente a um “tema” sempre novo. € a

unica realidade para o locutor-ouvinte. S¢ a dialética pooe resolver a comtradigdo

= Segundo E. Buyssens (1974, p. 21), desde os textos de Saussurc os semidlogos estudam a vida dos signos no seio da
vida social. em uma ciéncia chamada Semiologia. A p.34, afirma: “4 pafavra sema designard qualquer processo
cunvencional cwja realizacdo concreta ichamuda ato sémico) permite a comunicacdo”. f..] “Deniro de uma mesma
semia. 05 semas destinam-se a ser realizados geralmente por pracessos similares: os matemdiicos recorrem a
Trocessos graficos. os trapisias a gestos” E_ ainda a pagina 52 diz que. o carater abstrato de polivaléncia de um sema
pode levar a constituigiio de significaces diferentes segundo as circunstancias em que € empregado.

I3 0 semidlogo Verdn (1980. p. 27-63) ao falar sobre a trajecdria lingiiistica. afirma que ndo se tem como expulsar as
amsideragdes psicoldgicas ¢ sociologicas. até entdo ditas “extralingiiisticas™. referentes ao coniexto. para o campo da
sragmatica: ou scja. ndu s¢ pode mais vonsiderar a trilogia sintaxe’ semantica/ pragmatica porque ndo existem
fTonteiras demarcdveis entre elas; transpondo assim. a teoria ~de predominancia sintdxica”™ ou a chamada “teoria
standard” de Chomsky. Leva em conta a atividade de linguagem como um sisiema complexo de operagGes sobre uma
wgiéria significante. cujo suporte € um sujeito enunciador {produtor de discursos. que ao serem analisados. a analise
semdntica exige o relacionamento dus fruses entre si. relacionamento com o contexto socio ideolégico em que toram
sroduzidas),
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aparente entre a unicidade e a pluralidade da significaggo (Yagueilo, na

introducao da obra de Bakhtin, 1895, p. 15).

A produgao de significados, durante uma atividade em sala de aula, por
ser dindmica e diversificada, € muitas vezes dificil de ser acompanhada, de saber
identificar “onde” esta o aluno, que ainda nio fala a partir de uma Matematica
(especificamente do Calculo) como o professor. Cuidar dessa diversidade é uma
maneira de poder estar reaimente dialogando com o aiuno, e de ser um

interlocutor compreendido, ou de ter no aluno um interiocutor.

Mais amplamente, observamos que, a inten¢ao consciente do querer-dizer
do aluno pode ser pesquisada na verbalizagao e nas agdes em meio as
atividades. O que nao significa que, por exemplo, tais atos sejam formas
cristalinas de compreensdo por parte de qualquer professor ou aluno atento.
Outros fatores _ a fissura na prépria linguagem (provocada por simbolos
ingiisticos excluidos da comunicagdo publica), os gestuais, os fonéticos e os
ssicologicos  provocam omissoes e alteragdes significativas, aos quais estamos

2xpostos e sempre nos deparamos ao tratar com aprendizagem.

Contudo, a cenfralizacdo dos trabalhos desta pesquisa, sempre que
cossivel, se restringira em torno da constituicao de conhecimento no que tange

- mais a analise epistemolégica. Mesmo em questdes de linguagem, estaremos

subjugando a nossa concentracdo aos significados produzidos pelos sujeitos,
izndo em vista o modelo epistemolégico (MTCS). Porém, essa forma de agir, ndo
n0s veda a possibilidade de observacdes em outras areas, que podem vir a ser

fontes de investigagbes futuras dentro do ensino/aprendizagem no 3° grau.

Nossa atencao foi instigada a voltar-se por diversas vezes ao campo da
osicologia. De um modo especial, também ao observamos a importancia e os
argumentos de Jerome Bruner a respeito dos processos envolvidos na

construcdo de significados.

Este autor diz em seu livro, Afos de significacdo, que: "as experiéncias e atos
sumanos sdo moldados por seus estados intencionais’ (Bruner, 1887b, p. 39) e que a
forma desses estados intencionais se realiza apenas atraves da participagdo do

- fomem em sistemas simbdlicos da cultura. Para ele, a mente nac é um mero
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“orocessador de informagdes”, mas uma criadora de significados dentro de um

meio cultural que a constitui e € por ela constituido.

Uma caracteristica importante de ser notada nessa psicologia cultural é o
2ue ele denomina de “psicologia popular” OU “senso comum” _ um sistema através do
2ual se organizam nossas experiéncias no mundo social _ experiéncias, estas,
gue contribuem para produzirmos o que chamamos de "um conhecimento do
mundo”, que se exterioriza principalmente em forma de crengas na reaiizagdo de

n0ssos desejos e agdes.

Desse mesmo ‘“senso comum’, fazem parte alguns discursos de
cesquisadores sobre a aprendizagem a partir do Caleulo, por exemplo, nas falas
= escritos dos alunos observados por Cornu e Tall {nos trabalhos que
anteriormente citamos) encontramos 0 que eles denominaram, respectivamente,
2e “concepcoes espontaneas’ € “concepgdes proprias |, também nos relatos de Rezende,
=m que podemos observar a contribuicdo da “psicologia popular” nas respostas
cos alunos a seus questionamentos, no decorrer de sua pesquisa de campo.
“ara melhor entendimento desse segundo exemplo, escolhemos uma das

uestdes que Rezende propde aos alunos, e duas das resposta dos alunos.

Questd0 . “Procure dar uma definicdo para a riogdo de infinito, discutindo a sug
existéncia ou ndo como obfeto matematico, enumerando oS "tipos” que voce consegue

identificar. Procure dar exemplos para cada um dos tipos que vocé encontrou [... ]

Respostas | 1. Estamos sempre acostumados a resolver problemas de um modo geral
que estao ligados a realidade e, de repente quando nos enfrertamos com outros do tipo

que envolvem a nogdo de infinito, ficamos com dificuldade Por exemplo, lime” =e* = «x

n—=

@ um exemplo dificil de entender mas que com a pratica se torma mais faci. ...}

2. Infinito & muito vago, vocé nac consegue defini-lo mas vocé pode dizer
que existem infinitas estrelas no céu, infinftos grdos de arela na prafa, pois vocé ndo

consegue conta-los, mas vocé sabe que existem muitos’ (Rezende, 1994, p.108).

Em sua analise Rezende observa que nestas respostas ha um “predominio
23 atitude finitista’ € que, apesar do aluno, cuja resposta € a de nimero 1., nao
“srtender”, “é mais um exempio no ensino da matematica onde a praitica, em geral, substitui e

wstifica o significado do conceito’. A0 gue, pensando no processo de producao de
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significados discutido por Bruner, ndo diriamos que a pratica “substtui’ ©
significado de um conceito formal que esta, assim, sendo produzido para o
orofessor (ou talvez para algum leitor), mas que é em meio a pratica que ele (o
aluno) produz seus significados e estes nem sempre 30, Mesmo que possam vir
a ser, os que o professor deseja que ele produza. Podem ser significados
croduzidos a partir de estipulagdes locais do senso comum (especificos) e nao de
objetos e definicdes formais matematicas.

Eu acredito gue seremos capazes de interpretar os significados e a produgao
de significados de uma forma onentada por principios apenas na medida em que

formos capazes de especificar a estrutura e a coeréncia dos conlextos mais amplos
nos quais significados especificos sdo cnados e transmitidos {Bruner, 1997b,

p.60).

Ou seja, ainda lembrando Bruner, nossa formacao psicologica cultural
cusca constantemente regras {(ferramentas as qguais possamos facilmente
manusear) juntamente aos modos (matematicos) de producdo de significados.
Conforme o uso dessas regras dentro das nossas demandas, elas tornam-se
astipulagdes locais nos nicleos de modos de produgdo de significados, como em
Caleulo: os algoritmos de derivagdo e integracdo, as regras praticas de se

calcular um limite e outros.

E com esta mesma idéia _ de que tomamos certas “coisas” (estipulagbes
‘ocais) como dadas _ que podemos admitir a “realidade” como uma construcao
conceitual. Um mundo real dentro de uma relativizagdo mais proxima ao que trata

Sruner (ao citar as “construgdes de mundos” por Goodman):

... 0 mundo em questdo ndo é independente das versées. s proprios objetos
e o tempo e o espaco que eles ocupam dependem da versdo. Nenhuma organiza¢io
em unidades é tnica ou obrigatonia, e ndo ha qualquer maténa-prima desprovida de

marcas caracteristicas por tras de diferentes organiza¢des. [..]

. construimos mundos com © auxilio de sistemas simbdficos através da atuacdo em

um “mundo dado” que tomamos como certo (Bruner, 1997a, p. 106).
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Ao falar em como o ser humano aprende a produzir significado, Bruner nos
=cloca diante de um campo interpretativo e narrativo®” que diz ser inerente a essa
produgdo. Em concordancia com esse autor, reafirmamos que, ao estudarmos
estes campos observamos 0 quanto os sistemas simbdélicos de nossa realidade
dependem fortemente de uma linguagem _ sistema de signos (lingilisticos ou

ndo) convencionais _.>*

Por acreditarmos nessa dependéncia da aquisi¢ao da linguagem em meio
ao fazer, no qual nao sé se aprende o que dizer, mas como, onde, para guem e
sob que circunstancias, € que este fazer torna-se um fluxo de importantes
reflexdes em nossa pesquisa. A linguagem (incluindo os gestos ou qualquer outro
fpo de sema’™) é o meio fértil de analisarmos as producBes epistémicas.
~ortanto, no nosso caso, com respeito as observagdes de atitudes pedagogicas,
oriorizamos aquelas que nos permitem observar mais a fala do aluno em meio as
suas atividades, mediante os seus interlocutores e as suas respectivas

2emandas.

~ Para Bruner (1997 b. p- 78). ser capar de marrar de forma a colocar convincenigmente seu argumento. “requer ndo
menas linguagem. mas um dominiv das formas candnicas. pofs € necessario farer nossus agOes parecerem  uma

 swtensdo do candnico transformando-as através de circunstdncias atenuantes”.

= Denwro da lingilistica hd por vezes a distingdo entre lingua e finguagem. Bakhtin (1995. p. 86) diz que. para
Saussure. “a linguagem ¢ muliiforme ¢ heterdcliia; participando de diversos dominios”. pertencendo ao dominio
=aividual {fisico e psicoldgico) ¢ social. Enquanto que "o fingua é um rodo em si mesma e um principio de
cassificagde. {..] A fingua ndo € funcdo do sufeito falante, ela é um produto que o individuo regisira passivamente.
= A lingua € um sistema de formas.”

Encontrames. de um modo mais geral. citado por Bicudo (1992, p.62): .., podemos entender por LINGUAGEM
smaiquer processo de comunicagdo. Mais tecnicamente, LINGUAGEM ¢ “um conjunio complexo de processos _
cesultado de uma certa alividade psiquica profundamenie determinadu pela vida social_ que torna possivel a
spisicho e o emprego concrero de uma LINGUA qualguer .

4 LINGUA é um sistema gramatical: um conjunio organizado e positive de relacdes. adotado por determinada
wociedade para permitir o exercicio da tinguagem entre os homens ™.

= Segundo Buyssens (1974, p. 34 € 5U) um sema ¢ qualquer processo convencional gue permita ao sujeito dialogar,
e permita a comunicagdn. Pode ser de natureza da fala. dos gestos. dos sons. dos graficos visuais, e oulros,
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Capitulo §

UM ESTUDO HISTORICO EPISTEMOLOGICO

5.1 INTRODUCAO

ecorremos a uma andlise da Historia da Matematica

principalmente pela riqueza de suas partes significantes, em relagao

ao Calculo, em termos de concepgdes que subjazem os principais fundamentos e
problemas detectados na pratica de seu ensino/aprendizagem e em torno dos quais

centramos esta pesquisa.

Em toda a historia que envolve a constituicdo do que se chama hoje Calculo,
podemos notar uma preocupagio dos historiadores com a descrigao fiel dos fatos,

" no desejo de mostrar uma recomposi¢do dos mesmos. Mas como ha sempre a
interpretacdc de quem escreve e que esta limitado, entre outras coisas, pela
formulagéo propria da linguagem, vale lembrar que, uma coisa é o fato (temporal) e
outra € a interpretacdo do fato {pods-temporal); juntando-se a isso a seguinte
constatagdo:. o que chamamos de historia foi estabelecido como verdade em
oposigdo ao mito, quando se formavam as nagdes do sec XiX, com o objetivo de

oferecer genealogias a essas novas representagoes politicas.

A historia, enquanto discurso, € constituida por palavras, e o significado da

b palavra & constituido também na historia. Um exemplo disso nos da |. Pessotti (prof.
titular de psicologia da USP-Ribeirdo Preto): caldstrofe hoje nao significa mais do

que desastre ou desgraga; algo muito diferente da "kata stroph&” dos gregos, que
significava retorno, reordenacao, o retorno a serenidade apds as emogoes intensas

do "phatos”.

Assim, a linguagem e o contexto podem ser considerados partes importantes
na compreensao do acontecido, principalmente em se tratando de uma investigagao

sob consideragoes epistemologicas.
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O objetivo principal dessa investigagao histérica ¢ de nos conduzir a uma
abordagem da Historia do Calculo para buscar entender, nas ideias articuladas a
partir do texto, as convergéncias e diversificacdes possiveis na produgao de
significados, objetos e conhecimentos. O fato da produgao dos objetos ser reportada
nistoricammente a diferentes grupos sociais torna importante evidenciar a funcao
semidtica (na representag&o pelo uso de signos, dos semas) € semantica (pa

sroducao de significados literais) na leitura dos discursos escolhidos para analise.

Nesta parte historica da Matematica, a ligagao presente com outras areas da
ciéncia € de importancia na analise historico-epistemoldgica; nela devem ser
levadas em consideracao as idéias de outros grupos sociais, que envolveram-se
com a Matematica embora nao tendo na mesma seu objetivo mais direto, como os de
fisicos e astronomos. Suas ideias de certo modo "persistiram” no tempo,
nfluenciaram outras e chegaram até nds com significados e valores veiculados pela
inguagem de hoje, incorporando-se ac propric processo de produgdo de
significados, que deve ser explicitamente tratado em sala de aula de Calculo visando

3 analise de seu ensino e aprendizagem.

Para olhar ¢ modos pelos quais 0s objetos e conceitos do Calculo eram
ratados, fizemos leituras dos textos nao de modo imediato a aquiescer em busca do
verdadeiro sentido do texto ou tentando purificar as partes matematicas de todo o
aparato entre as idéias técnicas e filosoficas que envolvem as diretrizes historicas,
mas cientes de que temos reflexos distorcidos, aspectos parciais vislumbrados

atraves do filtro da distancia historica.

Estabelecemos pressuposicdes para nossa analise histérico-epistemolégica
_dentro de nossos referenciais tedricos, sem perder de vista a possibilidade de
cestacar a existéncia de modos distintos de produgao de significado ao estudarmos

z filogénese de objetos matematicos a partir do Calculo.

A escolha de certas idéias na histéria do Calculo, para analisar neste

irabalho, provem principalmente de significados que podem ser produzidos pelos
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aiunos em nossa pratica de sala de aula de Calculo e é ratificada pelo aparecimento
de determinadas constatagdes nos registros historicos e de pesquisas ja

empreendidas (como as que nos referimos no Capitulo 3).

Em especial olharemos aspectos referentes a Histéria da Matematica no que
concerne a diferencial e integral em seus fundamentos basicos polémicos, que

envolvem os infinitamente grandes ou infinitamente pequenos € a nogao de limite.

5.2 O SEU INTERESSE NA PESQUISA

O desenvolvimento psiquico do individuo, incluindo suas funcdes mentais
superiores (linguagem, atengao voluntana etc), resulta em grande parte da agao da
sociedade sobre ele e do seu esforgo conjunto de integrar a complexa rede de
relagdes sociais, imbuida de culturas e ideologias predominantes. O Calculo, dentro
da Matematica e junto as demais ciéncias, durante muitos séculos tem ocupado

papel relevante na construgao de muitas destas redes.

Esta pesquisa histérico-epistemologica, por estar ligada a essas construgoes,
da um maior embasamento e solidez aos resultados de um trabalho que procede de
um meio social {sala de aula de Calculo) e, de cujos objetos e conceitos, estabelece

relagfes com seus "ancestrais”,

A perspectiva histérico-epsitemolégica se adequa bem ac nosso trabaltho de
pesquisa como um todo, uma vez que vemn integrar e subsidiar os objetivos
propostos. O primeiro deles consiste em mostrar como as ideias se estabelecem
segundo significados gdos grupos sociais em que foram elaboradas, levando em
consideragdo os aspectos convencionais {culturais-idecldégicos) em que sa&o
ir;éeridos os individuos criadores. Evidenciamos, segundo nossas leituras, as
estipulagbes locais predominantes em relagdo as quais os individuos de publico

reconhecimento demonstram suas produgdes em meio as atividades matematicas.

Semelhante a postura em sala de aula, quando destacamos a enunciagao, o

falar, a palavra (oral ou escrita), como material essencial das relagbes e nas
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mediacdes pelo outro, também na pesquisa histérico-epistemolagica encontramos
uma fonte de analise nos discursos, mesmo sendo, como ja dissemos anteriormente,
rraspassada pela linguagem e o tempo. Os discursos serao sempre parte essencial

na compreensao do acontecido.

Quando hoje, olhamos para o transcorrer do desenvolvimento historico do
Calculo, pensando em termos dessa analise dos discursos, seguindo o que
constituimos como trilhas dos métodos infinitesimais, aparece destacadamente ©
problema da antinomia entre o discreto e o continug: na continuidade dos entes
geométricos, na divisibilidade ad infinitum ou na existéncia atomistica dos
indivisiveis. O segundo objetivo entao se coloca a0 observarmos os fatores que
vossam ter contribuido para essa mudanga ou permanéncia da linguagem usada na
oroducdo de objetos matematicos {por exemplo: infinitésimos por Newton e Leibniz)
que, de certo modo, ainda constituimos. Uma vez que € objetive nosso detectar
algumas consequéncias em se olvidar tanto o aspecto formativo desempenhado pela

inguagem quanto a observagao dos CS no ensino e aprendizagem de Calcuio.

Portanto, a analise historica neste trabalho foi fruto de leitura de diversos
nistoriadores de Matematica que deixaram transparecer (no nosso entender)
calavras que parecem estabelecer {(na época em que as reportamos) contradigées
ou mesmo conflitos entre o estipulado real, portanto racionalizaveis, e o imaginario
abstrato. Concepgdes matematicas tais como: "zero”, "negative”’, "paralelas”,

“incomensuraveis”. "infinito” {infinitamente grande ou infinitamente pequeno),

“imaginario” etc, carregadas de convengoes', provocaram os matematicos até o séc.
XX, influenciaram na histéria do Calculo e, ainda hoje, suscitam questées (em
cleno séc. XX) quando se inclui, por exemplo, o infinito real (atual) em certos
sontextos matematicos, a proposito de uma das questdées mais polémicas para o

somem: © infinito.

Convencdes aqui designada pelo use [éxico de : ajuste ou determinages sobre um assunto, fato, norma etc:
aguilo gue se acha tacitamente admitido nas relagoes sociais.
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Numa recente discussao, no periodica internacional University of California
Publications in Philosophy, Peter Geach ao caomentar sobre a guestao do infinito,
mostra como ja se fazem diferenciagées, em termos da iinguagem, ao se distinguir
infinito categorimatico € sincategorimatico, citande Leibniz e Robinson como
compartilhadores nessas distingdes. Diz que, a distingdo entre infinito potenciai e
infinito atual (reai) & uma distingdo entre dois modos de dizer que coisas "além de”
sdo infinitas, enquanto que "categorimatico” e "sincategorimatico” sao palavras
usadas para multiddes infinitas quando elas sdo, respectivamente, um 'objeto Iégico
ou predicado’, um '‘pronome ou advérbio’. Geach exemplifica na seguinte frase de
Spinoza; "... are infinite Divine attributes”, onde © autor quer dizer que “cada atributo é
um atributo infinito” e, nesse caso, & categorimatico, enquanto que se fosse

interpretado como “existindo infinitamente muitos atributos” seria sincategorimatico.

Esse tipo de discussao, envolvendo a matematica, e o modo de se falar dela,
- exemplificam o aspecto formativo desempenhade pela linguagem, ao gual nos

referimos anteriormente.

Um ultimo ponto ao qual a pesquisa histdrico-epistemoiégica pode contribuir é
no respaldo quanto a influéncia da pratica social, no sentido da atividade dos
interlocutores (para os quais se fala) poder somar na escolha da produgéo de

significados.

5.3 OS SIGNIFICADOS INFINITESIMAIS E A NOGCAO DE LIMITE

5.3.1 Os incomensuraveis

Os gregos, em 450 a.C., tratando a principio com nomeros inteiros naturais e
suas razoes, ao comecarem a fazer compara¢oes de grandezas geometricas de
mesma espécie em inumeras figuras conhecidas, como: quadrado, pentagono
regular € cubo, descobriram que existiam coisas, como segmentos de reta,

incomensuraveis (duas grandezas que nao eram possiveis de serem medidas por
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qualquer unidade comum), nao importando quao pequena se tomasse a unidade de
medida.

Ou seja, os filbsofos gregos (eleaticos, pitagdricos etc) lidavam com a
comparacao de grandezas de mesma espécie, como dois segmentos de reta, duas
areas, ou dois volumes. Durante muito tempo parecem ter pensado que dados dois
segmentos de retas AB e CD, seria sempre possivel encontrar um terceiro segmento
EF contido um numero inteiro de vezes em CD, ou seja, que AB fosse m vezes EF
e CD n vezes EF.

i i H i e i i i i i

[

A B C D EF
E os dois segmentos AB e CD eram ditos comensuraveis.

Se imaginamos EF tdo pequeno quanto queiramos, nos convencemos, pela
intuicdo geomeétrica (muito presente), de que seria realmente possivel sempre

encontrar um tal segmento EF.

Pensando em termos do nosso modelo tedrico, podemos observar que, nesse
caso, o0s significados, objetos (como o0s segmentos comensuraveis) e
conhecimentos, eram produzidos em um CS em relagdo a estipulacdes locais

visuais-geométricas.

Nos dialogos de Platdo (427 - 347 a.C.) a partir das discusstes de Teaetetus
(414-369 a.C.) com Socrates e Teodoro, sobre a natureza das grandezas
incomensuraveis, pode-se observar o0 assombro provocado por esta descoberta que
contrariava, principalmente para os pitagoricos, sua fé radical nos numeros
(chamados anthmod); lembrando que na cultura grega distinguimos pelo menos dois
grupos importantes (na Histéria da Matematica) de filésofos, de um lado os eleaticos
_ seguidores de Parménides de Elea (~ 450 a.C.) que acreditavam no Uno, na
unidade e permanéncia do ser, e de outro lado os pitagoricos _ seguidores de

Pitagoras (~ ?580 - 5007) que postulavam que o numero era a matéria basica de

il r;uq!i.l.i.dijhlﬂhlﬁh'.'m_‘.tubl Ll ." i I
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wdo (sendo esses numergs mais "semelhantes” aos que designamos hoje de
g

nteiros positivos e suas razdes)®.

"When the earfy Pythagoreans said that all objects were composed of (whote}
numbers or that numbers were the essence of the universe, they meantit literally,

because numbers were to them like atoms are fo as” Kline (1990, p. 29).
Os nimeros eram definidos a partir de coisas, de coleges de coisas.

“Aristotle stresses again and again that #t is charactenistic of the Pythagorean
view that they do not make number separable {from the things); this means that they do
not go so far as to suppose the existence of ‘pure’ numbers of ‘pure’ units, although they
were the very men who concemed themselves with numbers not for a pratical but for a
theoretical purpose, who conceived of the arithmos as anthmos mathematikos. as cientific

number” Klein (1968, apud Lins, 1992, p.67).

Mas.. quando e por quem esta fé radical nos naturais maiores que 1 {chamados
arthmoi) foi quebrada pelo aparecimento dos incomensuraveis 7?7 Boyer (1874, p. 53)
Siz que talvez por aigum pitagdrico como Hippasus de Metapontum (~ 400 a.C.)°. Existem

comentarios de que por sua descoberia sobre tais grandezas, que desafiava o “poder’

“ Eleaticos - da escola eledtica. em Elea, hoje seria no sul da itdlia, que acreditavam no Uno. na unidade e
sermanéncia do Ser .
Proposi¢des de Parménides:
{IYO Seré.
(2} Esse Ser e “idéntico™ ao pensamento conceitual.

(3} O Mesmo, o ldéntico € o que € simultaneamente “Ser” e “pensamento™. {O Mesmo ou o
déntico é o Uno. Antes de Parménides. o Uno € o Todo, onde o pensamento tem suz morada,
mas ndo the ¢ consubstancial).

Pitagoricos - Seguidores de Pitdgoras (~ 580-500 a.C.) que postulavam que o ndmero éra a matéria basica de tudo.
OBS: Podemos dizer. hoje, que tais “nameros” - vindos com um processo de contagem - eram
assim como as formas geométricas, propriedades de objetos reais; reconhecidos abstratamente,
mas advindos das propriedades de corpos fisicos. A razdo de dois ndmeros néo era para eles.
segundo Kline {1990, p. 32), como um outro tipo de nimero (come s30 para nds as fracdics ou
nomeres racionais), mas era emptegada no comércio. no cotidiano, ¢ expressava partes da

unidade monetaria ou de uma medida.
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dos numeros entido considerados, Hippasus foi expuiso da comunidade em que vivia e

afogado no mar.,

Aparecem outras demonstragbes que debatem esta questdo numeérica dos

incomensuraveis e, a seguir, citamos algumas.

A incomensurabilidade do lado do quadrado em relagao a sua diagonal (que
hoje relacionamos com a irracionalidade de +2), tem uma prova em que a
demonstra¢do é produzida em um CS de nicleo predominantemente geométrico,
isto €, em relagao a estipulagbes locais visuais-geométricas, num processo que se

diz continuado indefinidamente . Ou seja :

_ Considere o quadrado ABCD (fig. seguinte). Marquemos

~ entao, o ponto P sobre a diagonal do quadrado, tal que

AP=AB, e levantemos por P uma perpendicular PQ até o [ado BC. Temos um novo
triangulo isdsceles PQC cuja razado CQ para PC sera a mesma de AC para AB.
Tomando novamente um ponto R sobre a hipotenusa QC de modo que QR=QP &

tracando RS perpendicularmente a CR a razdo de CR para SC se mantém.

Assim continuando este processo (indefinidamente)

inenhuma “unidade de comprimento” (aqui entdo vista
como um certo segmento de reta), por menor gue fosse,

tornariam a hipotenusa e o lado comensuraveis.

Uma outra prova da existéncia de numeros incomensuraveis (por nao existir
uma unidade ou fragdo com a gqual se possa comparar dois determinados
segmentos), usando também este processo de continuagdo indefinida, € a
construcao da estrela de cinco pontas (simbolo Pitagoérico) tragada a partir das

“Kline (1990, p.32) também afirma ter sido Hippasus de Metapontum,
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diagonais do pentagono. A ela costuma-se vincular o aparecimento dos
incomensuraveis nao sé como assunto relacionado & geometria‘, mas agregado de
forma “natural”" ao aparecimento do irracional J5.0u seja, ao reportarem-se a este
assunto, historiadores® utilizam-se da simbologia moderna e representam V5 como
solugdo de uma equacao algébrica em conseqiiéncia de uma produgdo em relacdo a
estipulagbes locais visuais geomeétricas e algébricas-funcionais (com variaveis
ligadas a figura do pentagono), o que determina a impressao de que esta vinculagao
entre a aritmética, algebra e geometria {(como hoje fazemos) era natural desde a
época dos gregos (0 que ndo corresponde em termos dos registros e fontes mais

antigas).

Conforme figura a seguir, ao tragarmos as cinco diagonais de um pentagono
regular, no centro da estrela formada, aparece um segundo pentagono regular
menor de cujas diagonais forma-se um terceiro pentagone regular ainda menor, e
assim por diante. De modo que podemos obter pentadgonos menores que quaiquer
pentagono pensado. Disso segue (por uma demonstracdo geométrica) a afirmagao

de que a razao entre o lado e a diagonal ndo pode ser um racional.

Uma observagdo pertinente € o fato de que nac ha "mistura”,
interelacionamento, entre as 'magnitudes geométricas' e qualquer ‘grandeza

numeérica' nestas provas deixadas nos registros, ou mesmo nos escritos posteriores

*Heath (1990 apud Lins, 1992. p. 74) nos diz que este assunto era olhado pelos gregos mais propriamente pela
geometria do que pela aritmética. Os irracionais. no Livro X de Euclides, sdo linhas retas ou areas.

"BOYER. 1974,p. 54, AABOE, 1984. p. 68-69.

5
E
i
e |
1
E

i

b 4




166
Vo eoluseles héstiricn eppislomadigice

de Arquimedes (~287 - 212 a.C.) e Eudoxo (408 - ~355 a.C.)°. O que nos leva a crer
que numero e geometria eram entdo tratados, pelo menos “formaimente’, em CS

completamente distintos.
Reafirmando essas idéias, encontramos em Lins a observagao de que:

“... the important point here is that the Pythagoreans did not deny the study of
“irracionals”, but the only model that allowed them to continue their study was that of

geometry, ie, they made sense of irracicnality in the context of geometric figures; not

only they did not, they could not conceive the study of geometry as relating to that

of numbers” [0S termos em negrito s&o énfase nossa] Lins (1992, p. 68).

Por sua vez, Kline (1990, p. 53) diz que Aristételes (384-322 a.C.) discipulo e
colega de Platdo, ao tratar os principios da matematica, afirma gque pontos e
numeros sao quantidades discretas e portanto distintas das magnitudes continuas
Za geometria. Para ele um ponto ndo tem comprimento, e entdo uma linha nao pode
s2r composta de pontos, porque ela nao teria comprimento. Somente pelo

movimento € que um ponto pode gerar uma linha, e originar uma magnitude.

Mas essa distingdo entre numeros e continuos geomeétricos, nao foi sempre
assim. Sobre o descobrimento de “v2", também existem registros "mistos” de
sumeros e geometria. Historiadores encontraram tablete babildnoco’, de cerca de
1200 anos antes de Pitagoras (~580 - ~500 a.C.), com a figura de um quadrado (veja

Tadugao aproximada do tablete na figura a seguir)

“Sruik (1989, p.92) nos diz que " O raciocinio algébrico em FEuclides é expresso totalmente em uma jorma
eeomérrica.”. Qu seja, utilizava segmentos de reta e envolvia inconmensurivels sempre geométricamente.
Znxando para a aritmética os némeros ("inleiros’) e seus fracionamentos,

"VBC 7289 {Yale Babylonian Collection} NEUGEBAUER. 1945, apud AABOE, 1984, p.34-35.
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e trés valores numericos (em escrita cuneiforime e base sexagesimal) gravados nele,
e interpretados, na escrita atuai, como sendo: 30 (o iado do guadrado); 42;25,35 (a

diagonai do quadrado) e um terceiro vafor 1,24,51,10 gue pode ser visto como uma

Boa aproximacao de V2 nabase sexagesimal, pois
(1:24,51,10)2 = 1;59,59,59,38,1,40

que é aproximadamente 2. Ja que a diagonal do quadrado é igual a duas vezes o
lado do quadrado, isto €, (42;2535)2 = 2 (30)2. O que de certa forma sugere que
eles faziam uso do que depois chamou-se de teorema de Pitagoras {pelo menos em

oroblemas especificos, €, notadamente, de modo numérico, sem a preocupacao de

estar misturando grandezas de espécie diferentes como tamanho de um segmento e
area), mas nenhuma equacao geral ou formula matematica € por eles demonstrada,
2 nem as regras matematicas usadas nos calculos tém qualqguer indicacdo explicita,
oortanto, os significados eram produzidos a partir de estipulagdes visuais-
geomeétricas e numéricas. Os numeros trabalhados (embora fossem boas

aproximagoes de “irracionais”) eram sempre em forma de racionais positivos.

Assim, “y/27, “4/5" . aparecem em meio aos textos de Historia antiga como
se sempre assim tivessem sido escritos e existissem naquela época como algo
“faltoso” em relagdo ao que constituimos hoje. Isto €, ao tentar observar sobre a
Histéria da Matematica estas questdes que se relacionam com a nocio de “ 27, ou
aualquer outro irracional, significados de racionalidade e irracionalidade sao por nos
atribuidos aos simbolos, e nicleos subjacentes a essa produgac de significados,
contendo tambem estipulagdes locais a respeito da nogao de comensurabilidade,
b-raporcionam a articuiagao e aproximagao dos significados. Vemos, por exemplo,
am Boyer (1974, p. 54), sobre o aparecimento de grandezas incomensuraveis de

arigens gregas :
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“Nao ficaram documentos que resclvam a questdo, mas a sugestao ¢ plausivel.

Nesse casoc nNao sena \E mas «/5 que primeiro revelou a existéncia de grandezas

incomensuraveis ...

Que fungao semantica ele quis dar a Y2 e a V5 ? De “namero irracional” ou

de “grandeza incomensurave! simbolizada pelo irracional”?

Struik (1989, p. 60), escrevendo sobre a matematica babildnica, diz:

“Muita desta aritmética computacional era feita com tabelas que iam de simples

tabuas de multiplicagdo a flistas de reciprocos de raizes quadradas e cubicas ...

Existiarn algumas aproximacges excelenies: V2 era dado por 1%(\f 2= 1,4142...,

1> = 1,4167) .."
2
Contudo, o simbolo “+/2 " e as raizes quadraticas nac devem nos induzir para

tomarmos nossos significados de irracional como os produzidos na época, pois a

Tadugao que nos diz que 11—55 é iqual a 1,4167 e o autor considera uma boa

aproximacgao, ja que 11—5?:5 1,4167 , pois € igual a 1,4166... . Mas, até que ponto os

tabildnios consideravam como uma aproximagao? Ou seja, sera que tinham nogao
da aproximacao infinita que poderiam ter? da natureza desse numero como temos
noje? Dificil de avaliar. Ficam as questdes: “/2" seria mais proximo a nogdo de
racional ou de irracional? Sera que ao trabalho daquela época, mesmo cbservado
noje, onde essas regras sdo encontradas em prescrigdes rituais relacionadas a
zonstrugao de altares, nao bastava saber que (por exempio) a relagao entre a
diagonal e o lado do quadrado era o numero 14167, ou qualquer outra boa
aproximagao? Ou quem sabe esta "boa aproximagac” se fazia sO no campo das

razées de magnitudes geométricas homogéneas, onde a unidade era uma unidade
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tomada geometricamente para fins praticos, devido aos calculos mais sofisticados

dos problemas de astronomia envolvendo equagbes com numeros e variaveis?

Sao possibilidades e demonstragoes nac descartadas e igualmente
provaveis, mas que demonstram uma diversificacdo (ora visuais-geomeétricos, ora
numéricos) na produgac de significados a respeito dessas novas grandezas (ou

nOVOS NUMeros) que surgiam.

Continuando a busca historica sobre os incomensuraveis, encontramos na
deducdo matematica e na exigéncia de demonstragdes introduzida pelos gregos,
como um dos primeiros exemplos de "demonstragdo por impossibilidade” em
matematica que se conhece _ a demonstragao da nao-racionalidade de V2 _. Essa
demonstracdo, de autoria de Aristoteles (descrita na proxima pagina), tem como
vase o teorema de Pitagoras para tridngulo retangulo e o fato de um numero nao
ooder ser ao mesmo tempo par ou impar, o que, em cerca de 325 a.C, levou
zudemo de Rodes a dizer, comentado posteriormente por Proclus: "a Pitadgoras
Jevemos a descoberta dos imacionais'. No testemunho de Platdo em Theaetetus, as
demonstragdes da ‘irracionalidade” (supostamente nao tratadas em termos
numeéricos) de J3. 45 ate 17. sao atribuidas a Teodoro de Cirene (mestre de
=latao), mas segundo Bourbaki ndo se sabe se as demonstragdes foram feitas pela

aritmética ou pela geometria® .

Reiterando nossos comentarios. 0$ enunciados sobre numeros se reservava
para os inteiros naturais (1 era considerado a mdénada e nac um numero

oropriamente dito), inciuindo-se também as razdes deles. Aristoteles tratava um

g

conto Pitagérico como “"uma unidade tendo posicdo™, como imbuido de certas

. caracteristicas numéricas, ou seja, ele produzia para um ponto significados em

selacéo a estipulagdes numéricas, ao que Zendo (~ 450 a. C.), apesar de pertencer

" Cf. BOURBAKI (1976, p. 203).
" Cf. STRUIK (1989, p.78 - 79).

Pois para Aristoteles um ponto era indivisivel e tinha posi¢do. Admitia uma descricdo de numeros (figurados)
=0t pontos em certas formagdes: . | sril e B Tt
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aos eleaticos se contrapunha duplamente, em relagdo ao Uno (de seu grupo) e a

multiplicidade e mudanca determinada pelas idéias pitagoricas,

"Se o0 Uno ndo tivesse grandeza, ele nem mesmo existifia. Mas se ele é, cada
Uno [?] deve ter uma certa grandeza e uma certa espessura e deve estar a uma certa
distdncia do Outro, e o mesmo pode ser dito deste; pois este sera lambém uma
grandeza, e alguma coisa estara diante dele. £ a mesma coisa dizer isso uma vez e dizé-
fo sempre. Poris nenhuma parte do Uno serd a tltima e nada ha gque ndo possa ser
comparado a oulra coisa. Assim, se as coisas 580 uma pluralidade, elas devermn ser ao

mesmo tempo pequenas a ponto de néo ter grandeza, e grandes a ponto de ser infinitas’
Diels (1960 apud Legrand, 1991, p. 104).

Formaimente, os numeros sé tinham existéncia em um reino: discreto.
Enquanto que o mundo das grandezas continuas, que surgia, tinha entdo que ser
tratado a parte, por metodos geometricas. Assim, o escandalo 16gico, causado nos
pensadores da época, pela concepcao das grandezas incomensuraveis € entendivel
pelos poucos registros encontrados dando mostra de algum significado para os
mesmos, que eram produzidos preponderantemente em relagao {(ac que
corresponderia hoje) a estipulagdes locais no conjunto dos inteiros positivos e suas
fragbes.

Os primeiros textos gregos aos quais se teve acesso, contendo
demonstragdes a respeito de “irracionais”, sao de Platao (IV séc. a.C., discipulo de
Socrates) e Aristételes. Por exemplo, no dialogo (idealizado) Meénon, Socrates
coloca a um jovem escravo o problema de se construir um quadrado cuja area seja o
dobro da de um quadrado dado ABCD (fig. seguinte). Transcrevemos partes deste
didlogo'®, para melhor retratacao do que afirmamos a respeito do modo de produgao
de significado para a matematica entao trabalhada.

“SOCRATES (dirigindo-se ao escravo): Diz-me, meu rapaz, sabes que um
espago quadrado é feito assim? O ESCRAVO. Sim, certamente! SOCRATES: Neste

espago as linhas que o atravessam pelo meio ndo s3o também iquais? O ESCRAVO:
Sim. SOCRATES: Mas entdo um espago deste género ndo deve poder ser maior ou
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mais pequeno? O ESCRAVO: Simi absolutamente. SOCRATES: Ora, suponhamos que
este lado tem o compnmento de dois pés, aquele tambérmn tem dois pes, de quantos peés
devera ser 0 espago infeirn? Procede ao exame desta maneira; suponhamos que, por
aqui, o comprmento do iado seja de dois pés e, por ali, apenas de um pe; 0 espagco nao
sera, entdo, uma vez dois pés? O ESCRAVO: Sim. SOCRATES: Cra, visto que, por
aqui, também, 0 lado & de dois pés, ndo sera que isso faz dois vezes dois? O
ESCRAVO: E o que faz. SOCRATES: Quanto é duas vezes dois pes? Faz o célculo e
| responde. C ESCRAVOQ; Quatro pés. Socrates. SOCRATES: Mas ndo podena existir
outro espago que sena o dobro deste, por outro lado semelhante a ele, tendo
exatamente, como este, todas as suas linhas iguais? O ESCRAVO: Sim. SOCRATES:
ora, de quantos pes sera ele? O ESCRAVC: De oito pés. SOCRATES: vejamos entéo!
Tenta dizer-me qual serd o comprimento de cada uma das hnhas deste novo espago.
Cada linha deste &, efetivarmente, de dofs pés;, como sera, por sua vez, cada linha

daguele, que é o dobro?*

O jovem propde dobrar o lado (uma idéia logica? ou baseada em grandezas
geomeétricas?), ao que Sdcrates contrapde, dando tratamento preferencial em um CS
em relagdo a um nucleo visual-geométrico, dizendo que a area do novo quadrado
assim construido sera quatro vezes maior € ndo o dobro (come podemos observar a

partir do dialogo):

" .. SOCRATES: Pois bern! 0 espago de oito pes ndo é o dobro do de quatro,
enquanto que ele é metade do de dezesseis? O ESCRAVO: Sim. SOCRATES: Sera que
ndo 0 enconfraremnos partindo de uma linha maior que esta que € deste comprimento,
mas menor que aquela que é deste comprimento? Nio e a tua opindo? O ESCRAVO:
Também & a minha opinido. SOCRATES: Perfeito! responde com efeito com o gue € a

tua opinido. Por oulro lado, diz-me, esta linha ndo é de dois pes e aquela de quatro? O

ESCRAVO: sim. SOCRATES: E preciso, portanto, gue a linha do espago de oito pes
seja maior que esta, que é de dois pés, mas mais pequena que aquela de quatro pés. O
ESCRAVO: E preciso. SOCRATES. Tenta, portanto, dizer-me que comprimento tem
gla, segundo a tua opinido. O ESCRAVO: Eia tem trés pés. SOCRATES. Ora, se ha
trés pes neste sentido e trés pés neste, ndo chegaremos, para © espago inteiro, a trés
vezes trés pés? O ESCRAVO: Evidentemente. SOCRATES. E lrés vezes trés pés,
quantos pés sdo? . O ESCRAVO: Nove pés. SOCRATES: E quantos pés seriam
necessanos para que o espaco fosse o dobro? O ESCRAVO: Qito. SOCRATES:

19Cf SERRES (1994, p. 95).




172
m estudo histéwivo epéslemolsiqion

Portanto. ja ndo € a parlir da linha de trés pes que se constrdi o espago de oido. O
ESCRAVO: De cerlo que ndo! SOCRATES Pois bem! a partir de que linha? Tenta
responder-nos com exatiddo. £, se ndo quizeres dizer o numers, mostra-nos,
contudo partindo de qual. O ESCRAVC: Mas, por Zeus! quanto a mim ndo percebo

nada dissol”
Notemos que na frase grifada Socrates deixa antever a dificuldade de
expressac da grandeza da linha (por ndo se tratar de uma grandeza refativa a um
numero inteiro de wvezes ou uma razdo a partir da unidade tomada.

Convencionalmente “proibido” ?) e que ele {¢ autor do dialogo) sabia como construir

geometricamente, pois assim o fez a seguir.

Tomou entdo o quadrado A'B'C'D' (fig. seguinte) com lados iguais as

-diagonais de ABCD e demonstrou que era a solugao. Usa o Teorema de Pitagoras

para esse caso particular de triangularizagao iséceles dos quadrados, dividindo o

triangulo ABCD em 4 tridngulos isdceles iguais pelas diagonais, conforme figura a

seguir, @ cada um deles, por exemplo, o tridangulo OAB ¢é igual ao triangulo A'AB,
com hipotenusa comum e mesmo tamanho de lados (cujas justificativas resultam de

‘eoremas geometricos anteriores). Assim, os 8 tridngulos iguais formam o quadrado

A'B'C'D' e sd0 os “espagos” aos quais se refere.

“ . SOCRATES: Observa agora. qual é a grandeza deste espago? O
ESCRAVO: Nao seil SOCRATES. dados estes quatro espagos, ndo sera que cada uma
das linhas separou uma metade no interior de cada um deies? E, ndo é? O ESCRAVO:

Sim. SOCRATES: Ora, o espago circunscrito, quantas dessas metades contém? O




Urm ssleadle hidivico epistemoligice 173

ESCRAVOQ: Quatro. SOCRATES. £ quantas. este espaco aqui? O ESCRAVO: Duas.
SOCRATES: O que & quatro relativamente a dois? O ESCRAVO: E o dobro.
SOCRATES: Entdo, de quantos pes é este espaco aqui? O ESCRAVO: E de oito pés.
SOCRATES: A partir de que linha e ele construido? O ESCRAVO: Fartindo desta aqui.
SOCRATES: Nao é a partir desta, que vai de um canto a outro do quadrado? O
ESCRAVC: Sim. SQCRATES: Esta linha, os sadbios chamam-na ‘“diagonal”. Por
conseguinte, se o seu nome & “diagonal’, entdo, escravo de Ménon, sera a partir da

diagonal que se constrdi 0 espaco dupio. O ESCRAVQ: Simi absoiutamente, Sdcrates.”

Uma segunda demonstragido desse mesmo problema, admitido por Aristoteles

(ao qual nos referimos anteriormente), € uma demonstragao por "absurdo” de que:
num traangulo isdsceles, a razdo da hipotentusa (p) para um cateto (q) ndo pode ser
uma fragdo p/q, com p e q inferos. Segue um esbhbogo da prova _ que, em
linguagem moderna, pode levar o leitor a produzir significados a parir de

' estipulagdes locais algébricas.

Suponha gue p e g sejam inteiros, e reduzidos pela divisdo por 2 sem
madificar a razdo p/q original. A fragdo p/q teria a propriedade de que (p/q)2 = 2,
pelo teorema de Pitagoras. Assim p2 = 2¢2 | e como ja temos demonstrado que o
quadrado de um numero impar & impar [pois (2m + 1)2 = 4(mZ + m) + 1], p tem que
ser par. Seja p = 2k , entdo 4k2 =2 q2 donde g2 =2k2 , e g & um par , um absurdo,

a hipétese se torna impossivel.

Este mesmo tipo de prova podemos encontrar até hoje em livros de Caiculo e

Analise para o caso da demonstracao de que 2 ndo é um numero racional.

Nessa prova, que significados estavam mais presentes nas producbes de

Aristoteles?

Em sua época, como descrito, surge a “"abominavel” identificagdo de
grandezas geométricas que nao poderiam ser medidas com a ménada "1 dos
numeros inteiros e seus fracionamentos. Entdo, um novo tipo de grandeza se fazia
necessaria e, paralelamente, o aparecimento de novos numeros a ela associado. Na
constatagdo de que os “arithmoi’ ndo eram suficientes e numa tentativa taivez de

contornar essa situagio, Aristoteles diz que a prova mostrava que se a hipotenusa e
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o lado fossem comensuraveis entdo ambos seriam pares ou impares, remetendo-se

a estipulagdes visuais-geomeétricas.

Para nds, em termos desta prova, na linguagem mais moderna {como
escrevemos em paragrafo anterior), aparece a necessidade de outros numeros que

nao sejam os racionais, quer seja, dos “irracionais’ (pensamos naturalmente, ja

associando o fato de que (/2 ) =2) e podemos s6 pensar em termos algébricos (de
um outro modo) sem praticamente recorrer ac geomeétrico a nao ser pelo teorema de
Pitagoras (como um algoritmo). Enquanto que, para Aristteles, esse relacionamento
numerico nio era taoc “adequado” na época devido as demandas dos seus
interlocutores com preferéncia a demonstracoes pela geometria. Quanto a esse
ponto, devemos lembrar que os considerados matematicos gregos se separavam
dos "logisticos” ou calculadores profissionais que, como os babilénios, continuavam
3 usar das aproximacgdes de fragbes e soma de inteiros com uma fracdo sem

preccuparem-se com um embasamento tedrico.

A estrutura e elaboragao dos textos de Euclides reforca essa idéia da
predilecado visual-geomeétrica nas referéncias a incomensuraveis e no modo de
escrever dos matematicos gregos a respeito de outros conhecimentos numéricos.
Nas palavras de Bourbaki (1978, p. 75);

“El predominio avassalador de la Geometria {para la que esta evidentermente
concebida la teoria de las magnitudes) paraliza todo desarrolio autonomo de la notacion
algebraica. los elemenios que aparecen en los caculos deben siempre ser

‘representados’ geomeétricamente ...

A maior importancia por nds aqui dada aos incomensuraveis, além de serem
expressos modernamente pelos nomeros irracionais, deve-se ao fato de que foram
estes que conduziram os matematicos iniciaimente a um processo infinito, pois
muitas vezes, para se trabalhar com as razdes de Eudoxo, sobre as quais falaremos
2 seguir, a transformacao da igualdade a:b::cid em ad:: bc exgia o processo

2e se reduzir aoc mesmo denominador (encontrar ¢ mmec), que no caso de dois
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mterros acaba num numero finito de passos, mas se aplicado a geometria para
ontrar a maior medida comum a dois segmentos de retas incomensuraveis, o
2580 prosseguia indefinidamente, uma vez que nac existia o menor segmento
2= reta _que serviria de mdnada dos segmentos _ segundo conceitos e convencgdes
22 época e atuais. Como no caso anteriormente lembrado sobre o quadrado e sua

@agonal.

A exigéncia de base na razao, para o pensamento matematico (racionai),
=esse inicio do quarto século, conduziam a dedugdes vindas da ldgica, na tentativa
2= se ter premissas das quais a conclusdo pudesse advir. Dessa forma procedeu
Zudoxo, ao utilizar-se do posteriormente chamado Axioma de Arquimedes (parece
22 0 nome de Arquimedes foi dado de forma casual, pois o proprio Arquimedes diz
@wue 0 axioma ja havia sido empregado por antecessores''): “diz-se que duas
@randezas tém uma razdo, uma para outra, se, por multiplicagdo, uma for capaz de
=xceder a oufra”. Que encontra-se na Definicao 4 nos Elementos de Euclides, tanto

=omo premissa para seu conceito de razdo, como na prova do meétodo da exaustao.

O conceito de razdo, creditado a Eudoxo, além de permitir constituir a teoria
225 proporgbes, muito serviu aos propoésitos de base a outras demonstracdes, pois
.-arubora carregasse uma dificuldade adicional de se ter que trabailhar com grandezas
Ze mesma espécie (volumes com volumes, segmentos com segmentos etc), por ndo
=37 nUmMeros para expressar a razao entre elas, na sua forma estritamente
Zwomatica, tornou superfluo o fato de serem as grandezas comensuraveis ou
mcomensuraveis, eliminando a dificuldade de se definir a razdo mesma, trocando
=or uma igualdade entre razdes, que Euclides coloca na Defini¢ao 5 do Livro V dos
Slementos:
Diz-se que grandezas estdo na mesma razdo, a pnmeira para a segunda € a

terceira para a quarta se, quando equimuitiplos quaisquer sac tormados da pnmeira ¢ da

terceira e equimiitiplos quaisquer da segunda e da quarta, 0s primeiros equimuftiplos 580

"S-:gundo Bourbaki (1976, p. 203), podemos encontrar maiores referéncias na obra editada por Heiberg,
rciimedis Opera Omnia, Leipzig, v.3, p.263, 1913,
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ambos maiores que, ou ambos iguais a, ou ambos menores que, 0s Uitimos equimuitipics

. 12
considerados erm ordem comrespondente .

Segundo Heath (1956, p. 126) varias alternativas foram propostas para essa
Definicdo 5 de Euclides, mas, em nenhuma parte, Euclides escreveu que a
proporgao de numeros esta inciuida na propor¢ao de magnitudes como um caso
especial. Heath ainda diz que, Simson {(que fez a primeira tradugdo em latim e inglés

de "Os Elementos”, 1756} inclui isso junto as proposicdes 5 e 6 do Livro X,

Uma nota que merece comentarios é dada por Heath (a mesma p.126), ela diz
que, segundo Max Simon, a definicdo de Euclides de igualdade entre razdes é
palavra por palavra a mesma definicdo de Weirstrass com numeros, e,
coincidentemente, uma correspondéncia com a teoria moderna dos irracionais de
Dedekind. Aqui, observamos o quanto a expressdo metaforica _ a mesma _
- aproxima e esconde que os modos de producao de significado das definicdes e
proposicées de Euclides em relagdo a Weirstrass e Dedekind s&o diferenciados, o
primeiro partindo do principio visual geoméirico e os segundos do principio discreto-
continuo {(numérico). Assim, nas proposigdes que se seguiram a essa defini¢ao, e na
propria definicgdo (em Euclides), podemos notar a continuada énfase no campo
geomeétrico, com construgdes a partir de grandezas sempre representadas por
‘partes de linhas retas” (segmentos) e as comparagdes entre elas, sem nenhuma

- descrigao em termos numeérico abstrato.
Traduzido para nossa linguagem de hoje, encontramos:
a/b = ¢/d se, e sO se, dados inteiros m € n
ma<nb <& mc<nd, ou ma>nb < mc>nd, ou
ma=nb < mc=nd

Isso divide a colegac dos nimeros racionais m/n em duas classes, conforme

ma < nb ou ma > nb. Levando a afirmag¢des como: “a definigdo de Euclides divide todo

"HEATH, T.L. The Thirteen Books of Euclid’s Elements. Cambridge: Dover, 1956, v.2.p.112-137.
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numero racional em duas classes coextensivas, de modo comrespondente com o que faz Dedekind’

Heath (1956, p. 122).

Eudoxo provou também o axioma seguinte (método continuade ao infinito),
muito utilizado depois por Arguimedes (287-212 a.C.) e também util a Aristoteles
para negar a necessidade de se usar os infinitamente pequenos. O referido axioma
contribuiu diretamente para muitos resultados posteriores, como para o
orocedimento dito "método da exaustdo” (que evitava os infinitesimais, portanto
combatia a teoria do "atomismo” da escoia de Demodcrito e fazia uso da logica
formal, da redugao a absurdos), hoje relacionado mais diretamente ao meétodo de
integragao.

(Axioma de Arquimedes-Eudoxo ou "principio de Eudoxo", correspondente a
Propasi¢do 1 do Livro X de “Os Elementos™):

“Se de uma grandeza qualquer subtrairmos uma parte ndo menor que sua

metade e do resta novamente subtrai-se ndo menos que a metade e Se esse pProcesso de

subtragdo & continuado, finalmente restara uma grandeza menor que qualquer grandeza

de mesma espécie” Heath (1956, v. 3, p. 14).

Aqui convém refletirmos sobre a frase: "... e se esse processo de subtragdo &
continuado ...", que modernamente é relacionada ao significado de limite no infinito e,
todo o procedimento, pensado como sendo um critério para a convergéncia de uma
seqléncia infinita. Mas, isso se os modos de produgéo de significado tivessem suas
sstipulagdes locais aritmetizadas e partindo da nogdo de limite como hoje;
escrevendo-se: dadas duas grandezas positivas A e a, com A>a, e se vy =

A/2N, entao limv, = 0< a. Porém, para Eudoxo, o procedimento e o resultado dessa

L =]
oroposigido (conforme podemos observar em obras como a de Heath, que se
aproximam mais das fontes primarias) eram sempre postos em termos somente de
grandeza geameétrica e, ndo, pensados em termos aritmético-algébrico, ja que a

aritmética limitava-se ao inteiros e seus fracionamentos.

O axioma acima também permitiu ¢ aparecimento do critério de

incomensurabilidade estabelecido na Proposicio 2 do Livro X de “Os Elementos”™
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Dadas duas magnitudades desiguais, se o0 resto oblido ao sublrair

constantemente a menor da mawr MUNca a4 mede, as Jduas magmitudes sdo

INCOMensuravels.
Os irracionais, no Livro X de Euclides, sao linhas retas ou areas.

“The relativity of the terms rational and jrrational is weil brought out in this
definition. We may set out ‘any straight line' and call it rational, and it is then with
reference to this assumed rational straight line that others are called rational or irrational’

Heath {1956, Livro X, p. 11).

A relagao de quadrados encontrada nas equagdes algébricas, que hoje
oodemos relacionar com as proporgdes como acima, também foi escrita em termos
Je significados em relacao a estipulacbes visuais-geométricas, basta olhar a
seqguinte definigao:

“Straight lines are commensurable in square when the sguares on them are

mesuared by the same area, and incommensurable in square when the squares on them

cannot possibly have any area as a commun measure’ {op. cit., Definigao 2, p.10).

5.3.2 O infinito e os infinitesimais

Um dos primeiros a discutir sobre os indivisiveis _ infinitésimo fixo de
somprimento, area ou volume _ foi Xenocrates (sucessor de Platao)’” ao discutir
sobre os paradoxos de Zendo. Pois esses paradoxos $80 uma critica ao atomismo
geomeétrico dos pitagéricos (concebendo um corpo como uma justaposigdo de
sontos, o tempo como uma sucessio de instantes e o movimento como uma adigdo
de passos de um ponto a outro) e vém a contrariar a vontade pitagbrica de

Tansladar a estrutura aritmética para a geometria. Nao havia modo de adaptar o

~ Cf BOYER. 1974, p.72.
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nfinito numeravel dos instantes sucessivos dos corpos em movimento com ¢ infinito

nao enumeravel da continuidade do espaco™.

O atomismo geométrico estendido a fendmenos fisicos, também foi defendido
oor Democrito (c. 460-370 a.C.) como ja mencionado anteriormente neste trabalho.
Cabe aqui ressaltar que as idéias de continuo e de infinflesimal identificadas nas
abstratas linhas de pensamento indicadas desde Platdo, muito provavelmente nao
se desenvolveram devido ao fato de que os matematicos gregos classicos nao
aliarem a geometria um conceito geral de nimero, e, consequentemente, nao terem

nocao de variavel algébrica continua, que precisariam para embasar tais teorias.

Assim, por exemplo, perguntar. “O que é a area de um circulo?” ndo produzia
significado para o gedmetra grego, enquanto que para a questao "Qual € a razao das
F=as de dois circulos 7" 0 significado era produzido e expresso geometricamente na
25rmacd0: "A mesma razdo que se obtém entre os quadrados construidos sobre os didmetros dos

arulos”. Mais geralmente: "segmentos semelhantes de circulo estdo entre si na mesma razéao
=e os quadrados construidos sobre suas bases.” Qu seja, razao entre elementos

eomeétricos de mesma especie.

Podemos observar que o indivisivel, ou infinitesimo fixo de comprimento, area
ou volume, desvinculados de uma producao de significados em relagdo a uma

zefinicdo geral de nimero, continuou a provocar mudangas até o séc. XVII.

A partir da época do fildsofo Aristoteles (c. 300 a.C.) até o séc. XIX, os
rabalhos com infinito, podem ser vistos em termos de discussdes de infinito potencial
nz aritmética e infinito real na geometria, isto &, respectivamente em relacdo a
2stipulagdes locais numéricas e visuais-geomeétricas, sendo as maiores dificuldades
‘ocalizadas nesta ultima concepcgao, no que diz respeito a natureza do continuo e de

=finito como um todo.

E compreensivel que os matematicos gregos antigos nao tenham resolvido

completamente essas questdes, uma vez que na filosofia cientifica da época o

-~ Cf URBANEJA. 1992, p. 24.
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=<tudo de relagtes embora ligado ao estudo de situacdes subsistentes na natureza,

snha também fortes influéncias sociais ligadas ao poder religioso (vale agui lembrar
aue Aristoteles dizia que no Egito os lazeres religiosos de uma classe tinham
zonduzido ao estudo da geometria, @ ndo as necessidades praticas do meio
social™®). O idealismo platénico, por exemplo, em seu modo elitista, procurava
wgnorar o estudo da realidade, deixando (como comentamos também anteriormente)

as questdes calculisticas para o que denominavam "logistica”, considerada de nivel

ntelectual inferior.

Aristoteles, figura influente, afirmou que “os matematicos nac precisavam da infinito,
=em o usavam’ € categoricamente negou o uso do infinito real e admitiu somente o
zaso de grandezas continuas (geométricas) infinitamente pegquenas e de numeros
niinitamente grandes no sentido de infinito potencial, em relagdo a estipulagdes
wcals numericas mas sem considerar nessas estipulagdes qualquer principio ou
ooeto que fosse um conjunto numérico infinito. Para ele, o discreto e o finito eram
oojetos da ciéncia, enquanto que o continuo e o infinito, objetos virtuais, eram

reservados a metafisica.

Para Eudoxo {anterior a Aristoteles) e Arquimedes, o conceito de Jnfinito (por
=wemplo no método da exaustao anteriormente citado) ainda sem uma justificativa
sceita dentro da matematica, sem um modo de produgdo de significado que 'he
sesse crédito, nao podia fazer parte dos conhecimentos mateméaticos, por isso as
semonstragbes eram levadas a conclusdes por absurdo geometricamente. Conforme
sedemos ver na demonstragdo da proposigao de Arquimedes sobre o circulo:

A drea de quaiquer circulo & igual & area de um tndngulo retangufo, no gual um

dos fados, a partir do vértice cufo angulo é relo, & igual ao raio, e a base (o outro lado do

S 5 5 , 16
angulo refo) e igual a circunferéncia do Circulo.

= CL BOYER, 1974, p. 4.
" Proposicao 1 de Arquimedes. segundo Dijksterhuis (1987, p. 222). Encontramos também uma tradugdo em
Szron (1985, unidade |, p. 34).




Nela, Arquimedes utiliza-se de poligonos inscritos a circunferéncia, de area /p

= circunscritos, de area Cp, tomando-os com um numero de lados n tal que
=notando a area do circulo por K e a area do referido tridngulo por D e
abalhando geometricamente, chega a um absurdo tanto em supor que K < D
anto em supor que K > D , donde a unica possibilidade é K = D. A idéia da
Eproximacao das areas para n grande nao se traduz em uma Justificativa suficiente
=ara a demanda de Arquimedes no meio matematico da época (o que atualmente
sena, se colocada em relagdo a estipulagdes locais de limite e de objetos
2enominados supremo e infimo da seqléncias das areas dos poligonos inscritos e
2os circunscritos, respectivamente). Por isso recorre a justificativa através da
Zemanstracao por absurdo duplo (denominado, posteriormente, meétodo da exaustdo,
‘alvez inspirado na utilidade de fatos como este, em qgue o circulo & exaurido

=xaustivamente por poligonos).

Muito diferente € pensarmos em relacionar com a matematica moderna, na

2ual para mostrar que, por exemplo, limv, = 0 (aqui pensando em termos de v,

n—sa

zomo a diferenga entre os poligonos inscritos e circunscritos), basta demonstrar que,
cada ¢ > 0, pode-se encontrar um inteiro N tal que para n > N vale a relagdo v, <
£ numa linguagem ja convencionada dentro do rigor cientifico, a partir de
estipulagoes locais de limite, que ndo deixa margem a duvidas quanto a suficiéncia

2a ustificativa matematica.

Dizer o qudo préximas ou distantes estdo as duas formulagdes quanto ao seu
sgnificado, so € possivel agora, onde a relagao que se estabelece entre a crencga-
afirmagao e a justificacdo sdo entdo enunciadas através da matematica moderna. E’
sossivel entdo notar, que embora Eudoxo-Arguimedes e Leibniz (dois milénios
~ 2epois) pudessem ter a mesma crenga-afirmagdo quanto a um processo infinito
‘imite no infinito) ndo produziram o mesmo conhecimento, ja que suas justificativas

eram bem diferentes.

Pode-se dizer que os conhecimentos de Arquimedes e Leibniz sé&o

imensuraveis relativamente, apesar da teoria de Arquimedes (tém-se duvidas se ja
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- 2m Eudoxo) parecer um caso particular da teoria de Newton e Leibniz a respeito de
arocesso infinito. Pois, 0 mundo de Arquimedes teve que ser muito transformado,
Déias morreram € outras nasceram, para chegar ac de Leibniz; juntamente com esta
ransformagao estdo a produgao de significados € as mudancas de campos
semanticos, que nao sao nem tao evidentes nem de facil operacionalidade. Isto €,
reconhecer e refletir sobre os significados produzidos na relagdo entre uma crenga-
afrmacao e uma justificagdo ou mesmo conseguir operar em um outro campo
semantico que nao seja aquele onde sua justificativa é convencionalmente aceita, de
2nde houve a demanda dos significados {interlocutores a quem voce deseja falar),
nao é fato naturalmente conseguido por imposicao do novo e depende do sentido’”’

como mola impulsionadora.

A passagem de um campo semantico a outro pode ser um longo caminho (até
—esmo com um obstaculo epistemoldgico) a transpor embora depois de percorrido
nos parega estarem muite proximos, devido a suas crengas-afirmagdes serem
oraticamente as mesmas e apenas as justificagbes (quando olhadas a luz da
anguagem em que foram ditas) serem diferentes; o que muitas vezes & confundido e
weiculado nas idéias historicas "evolutivas”, comoe se os "conhecimentos” pudessem

sequir desde sempre num crescente desenvolvimento, mas em torno de um mesmo.

No séc. XVI, ainda na transigcdo da Renascéncia para a ldade Moderna, com a
=cuperacao de obras da antigliidade, o aparecimento de novos metcdos de
suadratura e cubatura, a introducac do estudo de novas curvas, a independéncia da
Tigonometria como uma disciplina e o emprego de simbolismos (variaveis, "cosas”),

Souve uma grande integragao da matematica com a fisica e a astronomia.

Portanto, concomitaniemente houve uma necessidade crescente de
argumentos nessas referidas areas a respeito de coisas nfinitamente grandes ou
seguenas que levaram os astronomos Galileu Galilei (1564-1642) e Johannes
*lepler {1571-1630), e o engenheiro Simon Stevin de Bruges (1548-1620) a utilizar

" Sentido usado como desejo gue provoca o engajamento na atividade.
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essa noGao em seus estudos, mas tentando evitar os rigores logicos do métedo da

axaustio.

Sobre o método da exaustao, considerado o modelo grego do Renascimento
nas demonstragdes de calculo de area e de volume, podemos dizer que em termos
do MTCS era um modo de produgao de significado nas demonstracoes de cunho
geometrico. Sua desvantagem consistia em precisar conhecer o resultado que se
queria através dele demonstrar. Mas, também hoje, quando queremos demonstrar o
hmite de uma funcado pela definicdo de limite por épsilon e delta, isto requer, na
maioria dos casos, que tenhamos sempre em mente ao qué queremos chegar, um “a
priori” do resultado, que serve de guia a alguns passos do procedimento. Essa
semelhanga de estratégias de forma aiguma "identifica” ou aproxima mais, a nosso
_wer, esses dois procedimentos demonstrativos, apenas tém essa caracteristica
comum, enquanto que a preducdo de significados envolvida parte de estipulagdes

locais bem distintas.

Um outro método demonstrativo foi o associado a Demdécrito (que pertenceu a
uma escola que competia com a escola de Eudoxo) e tinha por base uma nogdo de
“atomo geomeétrico”. O calculo de um volume consistia na soma dos volumes dos
“atomos” desse corpo. Sequndo Struik (1989), varios matematicos anteriores a
Newton, como por exemplo Kepler e Galileo (professor de Cavalieri (1558-1647))
usaram esta concepc¢do, dispensando geralmente as demonstragdes da dupla

redugao ao absurdo.

Situando-nes em torno de um objeto denominado "diferencial’, podemos

coservar diferentes produgdes de acordo com os métodos referidos.

Arquimedes, por exemplo, demonstra _ por absuyrdo _ um processo para a
construcdo de tangente a uma espiral, que resumidamente consiste em: constituir
um paralelogramo de velocidades, isto é, se um ponto se move com duas

velocidades ao longo de duas retas distintas _ definindo a espiral em termos de
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movimento’® _ a velocidade resultante situa-se ao longo da diagonal do
paralelogramo formado entre estas retas a cada instante, e a tangente & espiral &
construida nesta diregdo. A aprcximagao a nogado de diferencial, sugerida
atualmente por alguns historiadores, deve-se ao fato de que sua prova interliga a
velocidade e a tangente. Idéia fértil, utilizada em trabalhos posteriores do Calculo
infinitesimal, porém, exceto pela certeza da ligagao empirica & Fisica e da

construgdo geomeétrica notavel, podemos afirmar que era um_outre modo de

producéo de significados, bem distinto do que estabelecemos ao falar no diferencial,

(hoje) quando o fazemos a partir de abstragdes puramente matematicas e as vezes

até em relagdo a estipulagées do tipo infinitesimais.

Kepler entretanto considerou, dentro da teoria atomista, o circulo como a
soma de infinitos triangulos _ justificado pelo seu principio de continuidade, "principio

"® @ a circunferéncia

de mudanga continua de uma entidade matematica de um estado a outro
como decomposta em um numero muito grande de segmentos retilineos muito
pequenos. Do que, associado aos estudos de movimentos dos corpos, procede a
pergunta: até que ponto isto se "assemelha” ao que dizia Arquimedes e ao que dizia
respeito, no séc. XIX, aos diferenciais? Dentro dessa polémica, encontramos a

seguinte afirmacao:

. o que diz respeffo aos primeiros diferenciais, uma pequena parle de uma
curva situada perto de um ponto pode ser considerada recta e uma parte de uma
superficie pode ser considerada plana; durante um curlc espago de lfempo pode-se
considerar que uma particula se move a uma velocidade constante e que qualguer

processo fisico ocomre a um ritmo constante {Phillips, 1922, apud Struik, 1989,
p.87).

* A espiral era definida do seguinte modo: “se revolvermos uma reta com uma das extremidades fixa num
movimente uniforme no plano até que ela volte a posi¢do inicial. ¢ a0 mesmo tempo. um ponto mover-se ao
longo da reta num movimerto uniforme, comecando da extrernidade fixa, o ponto descrevera uma espiral no
plano™.

? Cf. KLINE, 1972, v.1.p. 299.
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Temos entdo dois pontos a considerar, um de semelhanca a partir de
2stipulacoes visuais-geomeétricas, e outro de diferenga quando partimos de func¢ao e
cerivada (limite) ou de infinitésimos (se olharmos um pouco mais recente para a

_analise nao-standard, vinculada & construcdo de uma teoria matematica analitica-

algébrica).

Para Kepler, Fermat e outros a preocupacao estava em demonstrar a solugao
e problemas fisicos _ principalimente encontrados na astronomia e na cinematica
envolvendo uma abordagem aos infinitamente pequenos a partir também da
geometria, mas evitando o métcdo de exaustdo de Arquimedes e escorados no

campo da Fisica.

Olhar os feitos de Arquimedes sobre os elementos geomeétricos ditos
nfinitamente pequenos, principaimente nas suas demonstracdes de calculos de area
Jde figuras planas e volumes de corpos soélidos, reforgam esses pontos que
levantamos, por isso destacamos a seguir um pouco mais a respeito de suas

orodugbes e demonstragoes.

Ele foi o autor de o Méfodo, um esquema para equilibrar entre si 08
“elementos” {quantidades indivisiveis e infinitamente pequenas) de figuras
geometricas, onde os "elementos” num segmento de reta eram pontos, numa
superficie plana eram segmentos de reta paralelos, e numa figura sdlida eram
elementos planos paralelos. Os seus escritos sobre este trabalho foram remetidos a
Eratosthenes de Alexandria e s6 foram redescobertos em 1906%°. Até entao, muito
se indagou a respeito de suas geniais descobertas e do processo mental e
imveatigative que o levou a descobri-las. Sobre isso, escreve Urbaneja (1992, p. 36}

... Amuimedes se enfrentd contra todos los prejuicios platonicos y en aras de la
realidad no dudé en extraer de la Mecanica y de la Geometria del mundo sensible {en e!
que no hay puntos sin  extencion ni lineas sin grosor y en el que fodo es matenal}, fos
elementos que, contando, midiendo e inciuso pesando, y no haciendo metafisica como

los platanicos, conducen por abstraccidn al conocirmiento idgico (...} La combinacién de

Geomelria y Estatica que Arquimedes habia hecho en Sobre el equilibric de fos planos y

* Cf, BOYER. 1959, p.49.
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en Sobre los cuerpos flotantes, para eslablecer ngurosamente ciertas propiedades
relacionadas con el equilibrio de ciertos cuerpos geomeétnicos, la realiza de nuevo

Amuimedes en el Método para descobrir e investigar resulftados, que obtenidos de forma

mecanico-gemétrica, demonstrard de forrna rigurosa en sus tratados cientificos.

Tal Método de demonstragao geométrica dedutiva, por ele mesmo anunciado
como "mecénico’{devido a inspiragao na Fisica) fazia uso dos indivisivels
geométricos ou dos elementos de dimensionalidade menor, como as vezes se
referia, e levou-o a prova de muitos resultados significativos para o desenvolvimento

da matematica na direcao do que se chamaria Calculo.

O primeiro teorema onde usou o Mélfodo, combinado com o ja consagrado

- metodo da exaustio, foi o que afirma; "a area de um segmento de parabola é 4/3 da area do

triangulo que tem a mesma base e altura igual”. Tal demonstrag@o encontra-se em seu livro
Quadratura da Parabola, onde a prova consiste basicamente em exaurir a area
parabdlica somando areas de tridngulos formados dentro do setor parabdlico.
Também deu uma segunda prova desse resultado por meio de retangulos inscritos e
circunscritos, que nado poderiamos dizer (no sec.XX) que se "aproximou” da
Justificativa dada pelas somas de Riemann, sem antes observar que sua base de
vahdade l16gica nao eram séries infinitas nem um conceito numérico de limite, mas

sim o tradicional rigor do método da exaustao.

Atraves deste metodo, equilibrando retas como se faz com pesos em
mecanica & usando a lei de alavanca, encontrou a area de um segmento parabdlico.
E interessante observar certos detalhes das provas; em seu desenvolvimento, pois,
além da énfase geométrica com justificativas mescladas entre resultados de leis
fisicas (como o equilibric de corpos), estdo presentes resuitados matematicos,
astruturados em seqiéncias [ogicas, tentando finearizar o raciocinio em etapas

totalmente demonstraveis.

Para melhor exemplificar tal fato, escolhemos a Proposi¢ao V (a seguir) gque

diz sobre area de um “seguimento parabdlico” {orthofome: 6¢8oywviov yavov
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toun), apresentando também os resultados mais requisitados preliminarmente
(Proposi¢des: [, {, /i, 1V e Postulado), tomando como fonte Dijksterhuis {1987).

Proposigdo / - Seja ABT um segmento compreendidodo por urma linha reta e um
orthotome. De A lragamos AZ paralela ao didmetro ¢ de T a finha TZ gue “toca” (aspas
nossas) a se¢do em T. Se no tnanguio ZAT uma nova linha e tragada paralela a AZ, ela

dividira a orthtom= em mesma propergdc em que AT & dividida pela linha reta tragada.

Esta proposi¢do prova que se KV, que é uma reta paralela ac diametro por
algum ponto K do segmento base AT, encontra a curvaem ® e TZ em V, entdo
KO 4K,
oV KT

Postulade - Se magniludes a urna cerla distancia estdo em equilibrio, oulras

(magnitudes) iguais a elas também estardo em equilibrio a mesma distancia.
Proposi¢ao If - Pesos que estdo em equilibrio a igual distdncia sdo iguais.

Proposicao il - Magnitudes comensuravelis estdo em equilibrio a distancias
reciprocamente Proporcicnais aos pesos.

Proposicao !V - Mesmo se as magnitudes forem incomensuraveis, elas estarao

em equiibrio a disténcias reciprocamente proporcionais as magnitudes.

- A prova desta Proposigdo J, da Proposigdo /f | I/ e IV, bem como o Postulado seguintes, podem ser vistos em
Dijksterhuis (1987, p. 82, 287, 289 e 305).
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Proposicdo V (fig. sequinte)

Seja o segmento ABV dado, compreendido entre a linha reta AV e a paraboia
(orthotome} ABY, seja OBE tragada paraleia ao didmefro, com O sendo o ponfc médio
de AV, e seja BA e BV ligados.

Eu digo que ¢ segmenta ABY & 1/3 maior que o tnidnguic ABV.

D E
H
X
B
G
A
X
O Y

Prova: Seja tragada uma linha reta por A, paralela a OB, encontrando a
:angente tragada por V, a curva, em C, e a reta por BV em D, E € o ponto de
~tersecao das retas que passam por VC e OB. De um ponto variavel X de AV é
~agada uma linha reta paraleia a OB, que encontra a curva em G, VB em H, e VC

emi.
~“oma-se DP igual a VD. Conhecendo que OB = BE
Dai AD=DC e XH=HI

XG  AX .
-lémdissotemosque —=—— (Proposigao /)
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XG _4AX DH DH

Dande = = = )
XTI AV DV DP

Desde que H ¢ o centro de gravidade da linha XI , se tomamos TR igual a
XG e seu centro de gravidade P , tal que TP = PR, TPR equilibrara Xl, fazendo
com que permanec¢a em seu lugar, porque PH esta dividido em segmentos que sao
inversamente proporcionais a gravidade em TR e X| , isto & de tal modo que X| esta
cara TR como PD esta para DH, tal que D é o centro de gravidade do sistema em
conjunto.

E desde que o tridngulo ACV & constituido por todas as linhas paralelas, e o
segmento parabdlico ABV & constituido por todas as linhas paralelas desenhadas
Jentro da curva como XG, o tiangulo ACV, quando permanece neste lugar, equilibra
sobre o ponto D 0 segmento de curva (seguimento parabdlico) colocado sobre P

zomo centro de gravidade, tal que D é seu centro comum de gravidade,

Seja ¢ o centro de gravidade do D ACV, ¢ esta em DV de tal modo que DV =
oF = 3Dc . Pois existe equilibrio entre D ACV (que permanece em seu lugar) e o
segmento parabdlico ABV sobre P como centro de gravidade. Temos por postulade

< proposigoes (11, /I, V') de equilibrio que:

AMCY _ DP 3
segmentoABY Dy ]
portanto A ACV = 3 . segmento ABV, e, como A ACV =2 A AEV =4 A ABV, temos

e
4
segmento ABV = E A ABV.

Este método de equilibrio indica uma antecipacdo do uso do conceito de
wndivisivers que foi feito no séc. XIV, e quando 'desenvolvido'® mais abertamente no
s=c XV, foi levado diretamente aos procedimentos do Calculo. Usando tal método,

Arquimedes encontrou também © volume dos segmentos de trés solidos de

= 0 termo desenvolvido aqui ndo tem propriamente a conotagdo de progredido a partir de_. mas sim de
=ibalhado a respeito.
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revolugao: o elipsoide, o paraboloide e o hiperboldide. Berm como o volume de uma

cunha cortada de um cilindro circular reto por dois planos € ¢ volume comum a dois

cilindros circulares retos iguais que se cortarm em anguio reto.

Arquimedes nao considerava o seu método como uma prova , apenas como
um meio investigativo, pois sempre acabava justificando suas proposicdes e
resultados pelo que era entdo convencionado como metodo logico rigorose, ©

metodo da exaustao.

Dos tratados que usavam o meétodo de exaustdo, o mais popular foi a
Quadratura de parabola. Arquimedes provou que. a area S de um segmenfo
parabolico ABCDE (fig.abaixo) é quatro tergos da area de um ltridnguio T tendo

mesma base ¢ mesma altura (Tendo a Proposigao V anterior).

Os argumentos geométricos diziam respeito a comparagao de areas. A area
do maior triangulo inscrito, ACE, sobre a base AE & quatro vezes a soma dos
tridngulos correspondentes inscritos sobre cada um dos lados AC e CE como base.
Continuando o processo, novos triangulos sao construidos sobre AB, BC, CD e DE;
a area S do segmento parabdlico ACE & dado por T + T/4 + Ti42 + .+ T/4D +

...{onde T representa a area do triangulo ACE), e estasoma vale 4/3de T.

Devemos notar aqui que Arquimedes ndo falou em série infipita, suas

ustificativas estavam em parte baseadas em seu axioma: " Que o excesso pelo gual a
maior de duas areas diferentes excede a menor pode, sendo somada a st mesma, vir a exceder

sualguer area finita dada”. Onde, no modo de produzir significado esta, quando muito, o
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infinito potencial que é posto no elemento geométrico (cada vez menor) e, deixa de

‘ado o indivisive! (ou infinitésimo) fixo.

No caso da soma da série (T + T/4 + T/42 + .+ T/4D + ) ele pode ter
encontrado a soma de n termos e entdo adicionado o resto, 0 qual era possivel ser
feito tdo pequeno quanto se desejasse, [ que o numero de termos (triAngulos

inscritos) € o maior possivel.

Pelo que escreveu, nao se pode dizer, concordando aqui com Boyer (1959)
gue tenha pensado em um resultado em relacdo a nogao de limite, pois Arquimedes
nao expressou a idéia de que nao existe resto no limite, ou que a série infinita €
nigorosamente igual a 4/3 de T, mas sim, recorreu a prova (observada na Proposi¢ao
V) por dupla recursao ao absurdo para conciuir que a area do segmento parabélico
nao pode ser nem maior nem menor que 4/3 de T, em relagédo predominantemente a

zstipulagdes visuais-geométricas.

A parte referente & invengdo da idéia, onde usa a combinagao dos elementos
geométricos e da mecanica, d4 mostras de que era considerada como
argumentacdo cientifica informal, tanto que a seguir passa a legitimar pelas
Jdemonstragdes convencionais e rigorosas, que julga serem convincentes (a seus

interlocutores da meio "cientifico" da época), mediante o método de exaustao.

Relembrando novamente a questdo do infinito, por volta de 426 d.C., Santo
Agostinho ao escrever Civitas Def, no cap. XVl do livro XlI, aceita toda a sequéncia
ce inteiros como um infinito atual,” numa passagem intitulada (na tradugéo de
=ealey) "Contra todos os que dizem gue as coisas infinitas se encontram mais altas
gue a sabedoria de Deus"; ao que Cantor mais tarde disse ter sido o transfinito

sesejado e defendido por Santo Agostinho.*

~ Segundo Urbaneja (1992. p.3 1) infinito actual é o termo usado por Aristételes para representar o infinito “em
2", um todo formado por uma infinidade atual de coisas. que porém ndo sio dadas como uma infinidade
acabada.

~Cf STRUITK. 1989, p.14i.
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Predecessores seus, como Sao Tomas de Aquino {~ 1270} reafirmam (como
inha feito Aristoteles) que todo continuo pode ser dividido indefinidamente e que
um continuo nao podia ser composto de qualquer espécie de indivisiveis {porque,
como & que pontos, por exemplo, se ndo tém dimensao, poderiam formar segmentos
de retas finitos? e estes segmentos de reta finita tinham um ndmero finito de pontos
ou infinitos?). Novamente, ¢ pensar sobre o infinito, suscita diversidades. Aparecem

auestdes do tipo: serd que quantidades infinitas podem ser iguais ou nao?

Néo foram sé os gregos que na antiglidade se preocuparam com toda essa
problematica. As civilizagées da China e da India também tiveram seus destaques
na Matematica ao longo da historia. Nas contribuigbes a algebra, por exemplo nos
trabalhos do hindu Brahmagupta (c. 628 a.C.), as solugdes gerais de equagles
guadraticas {a partir de estipula¢des locais numeéricas) envolvem inclusive raizes
negativas, e, em seus trabalhos temos, pela primeira vez, uma aritmetizacao
sistematizada dos numeros negativos € do zero, que 0s gregos nac consideravam

£OMO puUMero, apenas como um simbolo do nada.

Brahmagupta chamou a atengdo para o problema de se dividir por zero,
2mbora tenha tratado de modo estranho {errénec para noés) esta questao quando
afirmou que 0 + 0 = 0, e se absteve (por que?) de tratar & = 0, com a = 0, mas seu

comentador Krsna {¢.1150) registrou que a/d = b/0 .
0 que hoje, pantindo do principio de fimite, pode ter a seguinte leitura

. a . b . ,
lim — = lim — , & >0, isto &,
e I &) £

tanto '% quanto )é/g pode-se tornar infinitamente grande.

A mesma estranheza ldgica provocaram (principalmente quando comparados
308 gregos) na aceitacido de resultados exatos e inexatos {(aceitavam numeros
uracionais), comensuraveis € incomensuraveis que lidavam indistintamente em seus

zstudos. Prosseguindo nos legados dessa civilizagéo, encontramos Bhaskara (1114
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-~1185), outro indiano importante na matematica do séc. XIl. Foi ele que considerou
a importdncia da divisao por zero, a qual Aristoteles (entre outros), por estar na

matematica grega, na qual nao cabia falar do zero como numero, ndo viu ai o que
encontramos na Vija-Granita de Bhaskara, uma quantidade infinita. Segundo Boyer
{1974), teria ele escrito:

...Essa fragado cujo denominador é ciffa, chama-se uma quantidade infinita. Nessa

quantidade, que consiste no que tem cifra como divisor, ndo ha alteracdo mesmo

que muito seja acrescentado ou retirado, como nenhuma alteragdo se da no Deus

infinito e imutavel.

Cuja transcricdo, em simbologia matematica, sugere % = % + k=2, Ou, na
linguagem matematica de hoje, partindo de estipulagdes locais de limite, poderia se

_— . e
expressa por lim — = lim (—+ k) = o , onde ¢ > 0. Significando que , tomando-se
0 &=} £

— . e a 0 "
um ¢ positive suficientemente proximo de zero, — pode tornar-se infinitamente
£

grande.

A civilizacdo romana e, posteriormente, alguns povos do inicic da ldade

Média (c.sécH d.C. ao séc. XV) acreditavam principalmente na utilidade do
trabalho aritmético e tinham preocupacao com o desenvolver de uma Matematica de

| uso pratico, deixando de lado os ideais filoséficos cientificos dos gregos. Os
[i matematicos propunham e resolviam problemas ligados a arte, mecanica,
. contabilidade, astronomia, agrimensura etc. S6 mais tarde (apos o fim do Império
Bizantino com a queda de Constantinopla), no séc.XVl, com o advento das
publicagdes e traducdes de obras come de Euclides e Apoldnio, envolvendo tambéem
os estudos de Arquimedes, ampliou-se a receptividade a cultura classica nao so

grega, mas arabe, hebraica, siria e hindu.

Em producbes desse periodo da |dade Média, no que dizem respeito as
concepgdes realgadas neste texto, destacamos as de Fibonacci (Leonardo de Pisa)

{1180-1250) _ ao tratar de problemas praticos que envolviam sequéncias infinitas _
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ou mesmo as de Nicole Oresme (c. 1323-1382) _ nos estudos de distancia
percorrida por um objeto com velocidade variavel, nos quais além de ciassificar as
vanagoes {variaveis envolvidas) usa reprasentacao grafica de quantidades variaveis.
Ele inova com a area sob o "grafico” como medida de distancias (antecipando, na
nossa concepgao de hoje, a integragdo em relacdo a derivagao) e, além disso, nas
representacdes "graficas” da prova de que a série harmodnica é divergente podemos
observar que aparecem termos infinitamente pequenos ou mesmo (No caso de
areas) quantidade infinita de linhas geométricas {imaginavam a area do triangulo e
do retangulo formados de segmenios de retas verticais em quantidade infintamente

grande).

O horror ‘infinit?’ disseminado pelos gregos foi aos poucos substituido por

discussdes sobre infinito potencial e real {como algo pleno, completo).

Embora desde Arquimedes ja se tivesse uma aproximacao de valores de r,
“rangois Viete (1540-1603) foi o primeiro a dar uma expressaoc numeérica precisa,
como preduto infinifo, usando férmula trigonometrica recursiva a.n = ap sec p/n
(onde an € a area do poligono regular inscrito de n iados) e fazendo n crescer
ndefinidamente, isto €, como costumamos dizer, fazendo n tender ao infinito. O que
nesta época, com o crescer das nogdes aritméticas, algébricas e trigonométricas ja

croduzia significado.

O modo de constituicac de significados também passa a ser diferenciado com
3 introducao de simbolismo algébrico, que propicia a obtengdo de formulagtes e
solugbes gerais em fungdo do tratamento dos dados de um problema como
carametros; elemento essencial no enfoque algoritmico da linguagem caracteristica

g0 Caleulo infinitesimal até hoje.

Também no séc. XVII, a idéia de infinito associou-se a astronomia de Kepler
(1571-1630) para o estudo das parabolas, com um dos focos no infinito. Essa

futifera idéia foi poucos anos depois ampliada por Desargues na geometria
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urojetiva, baseada na teoria da perspectiva, onde raios "paralelos’(assim como retas
paralelas) se encontram num ponto no infinito (sol).

Galileu (1564-1642) foi um astrénomo que tratou com a nogédo de infinito e
gemonstrou sua intengdo de escrever um tratado sobre o assunto (embora nunca
encontrado), © que parece ter motivado seu seguidor Simplicio a produzir
conhecimentas a respeito de infinito em relagdo a estipulagdes locais aritméticas,
estabelecendo uma correspondéncia biunivoca entre os inteiros e 0s quadrados
perfeitos, conciuindo de que o numero de quadrados perfeitos nac era menor que o
numero de inteires.

B. Cavalieri (1598-1647), aluno de Galileu, escreveu o livio Geomelria
indivisibilibus continuorum (1635), baseado nos argumentos de Oresme (c. 1323-
1382) que foram encampados por Kepier ¢ Galileu.

O principio defendidc foi de que uma area podia ser vista como formada de
Jm namero infinito de segmentos paralelos equidistantes (indivisiveris) e um solido
como composto de planos paralelos equidistantes, considerados como volumes
indivisiveis. Portanto, os indivisiveis eram objetos produzidos em relagdao a
estipulagSes locais visuais-geomeétricas.

Embora admitindo um numero infinitamente grande (dos elementos
indivisiveis), Cavalieri nao especulou sobre isto em suas obras e 0 seu emprego era
somente como uma nog¢ao auxiliar, o central era a correlacao entre os indivisiveis. O
que é caracterizado em seu famoso Teorema de Cavalieri . Se dois solidos tem
mesma altura, e se segdes feitas por planos paralelos & base e a igual disténcia
delas estdo sempre em uma dada razdo, entdo os volumes do sélido estdo também
nesta razo.

Em seus trabalhos, Cavalieri também estendeu um tipo de “integragac” feita
sor Oresme de Akt (usando representagao "grafica” para o deslocamento de um
objeto, e deduzindo a distancia por ele percorrida como sendo dada por um espago)

de modo a ser o primeiro a obter resultados 'equivalentes' ao que hoje s&o obtidos
n o+l

através de: _Ekr"d: = — . paan < 9. Contudo, o método usado era
143




196
euleettn hesde peen eﬁa&mmﬁw

completamente diferente do que fazemos hoje, pois dizia respeito a relacionar
raz0es canstantes entre ordenadas de curvas e obter razfes entre as areas sob
estas curvas, de maneira essencialmente visual-geomeétrica, usando indivisiveis.®

Outros matematicos como Roberval, Torricelli, Pascal, Fermat e Wallis,
apesar de serem contemporaneos em tratar este mesmo assunto, ja modificaram
seus métodos.

O matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665), por exemplo, contribuiu
muito para a ligacdo da geometria com a algebra, aprimorando os métodos da
geometria analitica, e direcionando os estudos do Calculo. Observemaos seu “método

da progressao geometrica’®® para integrar x2 (chamada de quadratura da parabola):

B

Erguia ordenadas acurva y = x2 nos pontos da figura (anterior) T, ET, E2T,
E3T etc., onde E < 1. Formava retangulos tendo por altura essas coordenadas ao
quadrado e a largura em proporgdo continuada (hoje dita progressao geométrica

decrescente de razao E), obtinha uma sequéncia de retangulos aproximando a area

" Referéncias ¢ mais detalhes podem ser vistos em KLINE (1972, v.1, p.348-350) ¢ em BARON (1985. v.2. p.
12-17).

* Cf. URBANEJA (1992, p. 114-121.
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50D a curva. Aqui cabe observar que Fermat, diferentemente de Cavaliéri, nao mais
somava linhas e sim retdngulos. A soma das areas desses retangulos era dada pela
soma de uma progressao infinita

4 l TS
T3H1-E)(1+E3+E6+E9+ )= T3(1- &
(=Bl EPHER Senli= T Bl ) =
: o ( 1 1
zonsiderando a soma infinita da PG, temos: 1+ E3 +ES + = \1 EBJ; fazendo

(K

se aproximar cada vez mais de 1, 0s retanguios cada vez mais estreitos, a soma
2as areas dos retangulos tende a area sob a curva, T3/3. Semelhantemente, Fermat
mostrou que, considerando a curva y = xP , onde n = p/q ({valores racionais

Facionarios, inclusive negativos, excetuando n = -1), tem-se

A+

r-x"dx=
n+1l

] , paran = -1. (Isso escrito na linguagem moderna)
Assim, podemos notar que Fermat ligava a nogdo de integragao de certas
~ curvas ao calculo de area a partir de estipulagbes locais visuais-geometricas e
algébricas, falando de aproximacGes entre elementos geométricos (variagao

cequena na ordenada e na abcissa) e numéricos (E cada vez mais proximo de 1).

Foi também Fermat o inventor de um processo descoberto para pesquisar
maximos € minimos de curvas polinomiais. Por exemplo, seja a ordenada da curva
Zada por 2x3 - 3x2 + 5x + 7. Entao, para um ponto proximo. de abcissa x + £, a
ardenada sera 2(x+£)3 - 3(x + £)2 + 5(x +E) + 7. Logo, hum ponto de maximo ou de
minimo, diz ele, a variagdo da ordenada € virtualmente desprezivel, desde que a

-variac;éo E na abcissa seja pequena; dai coloca os dois valores das ordenadas
wizinhas iguais entre si. O resultado, apos a transposi¢do dos termos, e (6x2 - Bx +
5)E + (6x - 3)E2 + 4F3 = 0. Ao dividir por £ e tomar £ igual a 0 nos termos restantes
(aqui temos novamente a 'visao' do uso do elemento indefinidamente pequeno (E), e

portanto desprezivel) obtém-se a equacado 8x2-6x+5=0
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Fermat nao explicava porque fazia £ igual a zero. Mas o fato de nomear as
igualdades de equag¢des como pseudo-igualdades (adaequalitas®), antes de ter
feito £ = 0, leva-nos realmente a crer que partia somente de estipulagbes locais
algébricas e infinitesimais (nas variagdes geométricas virtualmente despreziveis),
seguindo disso a justificativa de passar da pseudo-igualdade para a igualdade,
resguardada no fato de que para x e x + E, ali, muito préoximos de um ponto de

maximo ou de minimo, os valores das ordenadas podiam ser tomados iguais.

O inglés John Wallis (1616-1703) além de explorar a idéia de descrigéo de
curvas para determinagdo de tangentes, possibilitou a expansido em série como
meio de calcular quadraturas, portanto diferenciou-se no uso mais analitico das
equacgdes, estabelecendo resuitados em forma algébrica®; porém sem abandonar o
método dos indivisiveis.

Grande parte de seu trabalho foi publicado em Arithmetica infinitorum (1656},
e teve importdncia nos estudos, logo a seguir, de |. Newton. Wallis intreduziu o
simbolo "«" para representar muitas linhas constituindo uma superficie plana, mas
sua concep¢ao € estranha para nés, pois apesar de considera-lo infinitamente maior
que qualquer ndmero, agia como se fosse um numero sujeito as operagoes
ordindrias da aritmética:

"Con gran osadia representa lo infinitamente pequefo por 1/cc, manifestando

que cada subdivision con tal anchura indistintamente se puede interpretar como una
linea o como un paralelcgramo infinitesimal. Esto induce a la confusitn de las dos
concepciones de lo infinitesimal, lines y rectanguios infinitamente pequefios, mas aun

cuanda dice que un tal ente se le puede considerar como una peguena anchura de modo
que por una multiplicacion infinita resultard una anchura dada, es decir (a/ 0 )xw0 = a. Asi
lo hace en 'De seccionibus Conicis' para hallar el area del triangulo, con lo cual vemos

con qué gran frivolidad extrapola las propriedades de lo finito a lo infinito ..."

(Urbaneja, 1992, p. 274).

= Cf. KLINE (1990, v. 1, p. 348).
F Cf. KLINE (1972, v. 1, p.353-356) , URBANEJA (1992, p. 274-275), STRUIK (1989. p. 170).
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Como diz Kline (1980, v.1, p. 356). “... in their efforts to attain rigor through geometry,
men failed to utilize or explore the implications of the new algebra and coordinate geometry,

* exhausted themselves in abortive subtle reasonings”. Cuja produgdo em relacdo a um
cieo constituido predominantemente de estipuia¢des visuais-geométricas é o
sponsavel pela auséncia de determinadas produgdes em relagao a outros nucleos,
= permite falar (como Kline) de uma “falha”, um “fracasso”, quando se |é seus
=sCritos a partir de outros tipos de estipulagbes (por exemplo, de estipulagbes
ricas, em que o Nao & um numero).

Isaac Newton (1642-1727), cuja fama matematica & devida acs seus trabalhos
= Calculo, tem como obra mais conhecida o Principia, ou no seu titulo completo,
osophiae Naturalis Principia Mathematica, publicado em 1687, contendo sua
cria do universo baseada na sua lei da gravitagdo. Os seus primeiros
=senvolvimentos nesse assunto vieram através de séries infinitas, como narrado
ar Wallis em Algebra, 1685, Depois ele usou o método que € mais associado ao
nome, o das fluxbes, como presente em Quadratura Curvarum, 1704

szturalmente, fez uso de quantidades infinitamente pequenas, produzindo

wnificados de um modo que (como veremos) ainda hoje vemos a partir do Calculo.
Em seu livro Methodus Fluxionum et Senerum infinitarum (escrito em 1671 e
puclicado apés 1736), Newton diz que sua varidvel é gerada pelo movimento
ontinuo de pontos, linhas e planos ao invés de agregar estaticamente elementos
itesimais (como havia feito em outros trabalhos). Essa quantidade variavel ele

ominou de fluente € sua razao de variagao de fluxao, anotando x e 3 para fluxdes

zos fluentes x e y. A fluxdo de x anotou x e assim por diante. Com isso calculava
solemas como: “dada a relagédo entre dois fluentes, encontrar a relagdo entre suas
Lroes, e inversamente”. Todavia, ele aplicou seu método das fluxbes em diversos
20s de problemas como: para encontrar a diferenciagdo implicita de muitas
es, as tangentes de curvas, maximo e minimo de funcées, curvaturas, pontos
inflexao de curvas, areas e comprimentos de curvas.

Vamos observar alguns detalhes em um calculo desse tipo:

“dado o fluente y = x” , encontrar a relag3o entre as fiuxdes & e j .”
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Newton primeiro escreve y +; 0= (x+ x0 ) ¥ em que ¢ é um intervalo infinitamente

oequenc de tempo. Depais, expande o lado direito da igualdade usando ¢ tecrema do bindmio, entio

divide por o, para em seguida omitir os termos que contém ¢ e obter | = nx" % (que em nossa

dx . : :
aotagdo mais modema seria ?:nx"‘lz). Ele nao explica numericamente nem
t

quantitativamente o fato de desaparecer com o0s termos que contém o, apenas trata-
08 como despreziveis em termos de tempo, ou seja, sua produc¢ac de significados
ndo € em relagao a um nlcleo constituido de estipulagées locais numéricas, talvez
pensasse em relacdo a um instante de tempo, que entdo podia ser desprezivel
dentro dos problernas fisicos que trabalhava.

Newton aplicou 0 método das fluxdes para encontrar a diferenciacao implicita
de muitas fung¢des, as tangentes de curvas, maximo e minimo de funcgdes,
curvaturas, pontos de inflexao de curvas, areas e comprimentos de curvas.

O sentido principal do trabalho de Newton estava na mecanica com apoio da
geametria (0 campo matematico ainda mais fortemente presente, no qual ele
pensava o rigor de suas provas), o que é reforgcado por suas proprias palavras no
prefacio do Principia (Newton, tradugao de Motte, 1729, revisdo de Cajori, 1934) :

"To describe right lines and circies are problems, but not geometrical problems.
The solution this problems is required from mechanics, and by geometry the use of them,
whem so solved, is shown; [...] Therefore geometry is founded in mechanical practice,
and is nothing but that part of universal mechanics which accurately proposes and

demonstrates the art of measuring.”

No Livro | do Principia, ele apresenta leis de movimento de corpos e em
diversas demonstra¢des de proposicdes, teoremas e lemas, utiliza-se do "método das
razbes primeira e ultima”, a partir do qual pode-se, atualmente (depois de Weirstrass e
de Cauchy), reconhecer semelhangas a nogo de limite. Porém, o objeto matematico
produzido (sera que podemos chamar de “limite"?) nao era em relagéo a

estipulagdes de limite (como a definicdo weirstrassiana de limite), mas, sim, em

“ Na notagdo que Newton usou, as poténcias ndo eram escritas ei}'n forma de expoenies sobrescriios, mas em
linha, repetindo-se a variavel. ou seja, x~ era escrito como xx, x o% era % ¥ oo, e assim por diante. Cf.
KLINE (1990, p. 362).




Do wtcto sissteireco fﬁt&&ﬁméﬂqd'n 201

relacdo a estipulacdes locais da Fisica, visuais-geomeétricas e numericas, como
podemos notar na explicagdo de Newton sobre seu método, que a seguir vamos

citar, intercalando com mais aigumas observacgées entre coichetes.

... | chose rather to reduce the demonstrations of the foliowing Proposicions to
the first and last sums and ratios of nascent and evanescent quantities, that is, to the
limits of those sums and ratios, and so to premise, as short as | could, the
demonstracions of those limits. For hereby the same thing is performed as by the method
of indivisibles; and now those priciples being demonstrated, we may use them with
greater safety. Therefore if hereafter | should happen to consider quantities as made up
of particles, or should use little curved lines for right ones, | would not be understoed to
mean indivisibles, but evanescent divisibie quantities; not the sums and ratios of
determinate parts, but always the limits of sums and ratios, and that the force of such

demosntrations always depends on the method laid down in the foregoing Lemmas.

[Newton produz novos objetos _ “quantidades nascentes e evanescentes’ _ que
podem ser pensados em relagao a estipulagdes numericas _ quantidades, razées _,
mas também em relagdo a estipulagbes visuais-geomeétricas _ considerando
quantidades compostas de particulas ou pequenas linhas curvas como retas,
quantidades {geométricas) divisiveis evanescentes, porém diferente dos “indivisiveis

de seus antecessores].

Perhaps it may be aobjected, that there is no ultimate proportion of evanescent
quantities; because the proportion, before the quantities have vanished. is not the
uitimate, and when they are vanished, is none. But by the same argument it may be
alleged that a body armiving at a certain place, and there stopping, has not uitimate
velocity, because the velocity, before the body comes to the place, is not its ultimate
velocity, when it has arrived there is none. But the answer is easy; for by the uitimate
velocity is meant that with which the body is moved, neither before it arrives at its last
place and the motion ceases, nor after, but at the very instant it ammives; that is, that
velocity with which the body arrives at its last place. and with which the motion ceases.
And in like maner, by the ratio ultimate of evanescent quantities is to be understood the
ratio of the quantities not before they vanish, nor afierwards, but with which they

vanish [...} {op. cit., p. 38-39).
[Newton, prevendo reag¢0es a suas Idéias, justifica-as em relagdo a
estipulagdes locais no campo da Fisica ao dizer que “velocidade dltima significa aquela

a qual o corpo esta se movendo, nem antes da chegada nem apos, mas no instante
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em que o corpo chega' Referg-se a velocidade (instantanea como hoje

denominamos) e ao movimento de um corpo como “verdades estabelecidas” e delas

parte, néo s6 produzindo um outro significado a respeito de “razao altima”, mas uma
justificacao (comparativa) que estabelece um vinculo entre a crenca-afirmagéo “razao
ultima de gquantidades evanescentes & a razdo entre quantidades nac antes delas desaparecerem,
nerm depois, mas com a qual elas desaparecemn’ € um nuclec em cujo conjunto de obietos
estabelecidos inclui-se a “velocidade ulima”).

There is a imit which the velocity at the end of the motion may attain, but not
exceed. This is the ultimate velocity. And there is the like limit in all quantities and
proportions that begin and cease 0 be. And since such limits are certain and definite, to
determine the same is a problem strictly geometnical. But whatever is geometrical we
may use in determining and demonstrating any other thing that is also geometrical.

[.]

For those uitimate ratios with which quantities vanish are not truly the ratios of
uitimate quantities, but limits towards which the ratios of gquantities decreasing without
fimit do always converge; and to which they approach nearer than by any given
difference, but never go beyond, nor in effect attain to, till the quantities are diminished in

infinturm” {op. cit., p. 39).

[Nessa parte do discurso, Newton segue em sua produgao de significados a
respeito de “velocidade ultima” e “razdes dltimas”™ agregando um elemento novo,
uma estipulagdo local em relagac a nogao de limite. Esse limite € afirmado como
certo e definido, porém inatingivel até que as quantidades (que compdem as razdes)
sejam diminuidas infinitamente (diminished /in infinifum). Sobre isso, aqui deixamos
duas reflexdes. A primeira € a respeito da afirmagéo de que "as razdes Ultimas nao
s30 razbes de quantidades ultimas, mas limites para o quais as razbdes das
guantidades decrescem sem limite”, em que ha a ideia de mostrar que nao se toma a
razao entre os limites de duas quantidades (vanaveis), mas o limite de uma razao
(na relagao entre duas variaveis). Todawia, como ele produz significados tambem em

relacdo a estipulagdes visuais-geometricas (principalmente nas demonstracdes™),

© As demonstragoes dos Lemas, Proposicdes e Teoremas que encontramos no Livro 1 e Il em Newton
rradugdo de Motte, 1728, revislo de Cajori, 1934) nos da vma mostra do guanto ¢ come se produzia a
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somos tentados a dizer que essas razdes ultimas estao mais proximas que qualquer
diferenca tomada (por menor que seja), usando apenas elementos geométricos
{como segmentos e pedagos de curvas, continuos) que sdo entdo divididos
infinitamente. Porém, como bem observa Oliveira (1993, p. 19):

“Sua visdp concemente aos fundamenios do Calculo era de certo modo
ambiqua. Ele se refena as vezes a infinitesimais, a8 vezes a momentos, as vezes ao
limite e as vezes, talvez preferencialmente, as nogdes fisicas. Sua visdo final sobre o
assunto, ele tentou mostar em seu comentano em De Quadratura’Eu procurei

demonstrar que no meétodo de fluxbes nao & necessario introduzir na Geometna figuras

infinitamente pequenas .

A segunda reflexao é sobre essa possivel divisdo infinita de uma quantidade
{elemento sempre tomado em relagdo a geometria ou ao tempo}, que reduz a uma
quantidade divisivel evanescente, que pode ser desprezivel (se comparada a uma
guantidade) e que, pensadas em conjunto, podem servir de estipulagdes locais na
producéo de significados ligados a uma idéia de elemento infinitesimal (como
denominamos hoje e, a partir dela, por exempio, & pensado um modo de se calcular
area abaixo de uma curva®'), mesmo que os tenha rejeitado (nao falado sobre eles,
ou faiado contra devido a demanda de seus interlocutores). Por exemplo, na obra “E/
Calculo Infinitesimal: Leibniz/Newton” {da Biblioteca Cuitura Los Fundamentales, de
autoria desconhecida, 1977, p. 67) encontramos ¢ comentario sobre a obra de
Newton, Opiiks (edigdo inglesa 1704, latin 1706). “es un cabal tratado de Calculo
infinitesimal com reglas para determinar derivadas e integrales’, enquanto que, sobre sua obra
“Mathematical Pinciples of Natural Philosophy (edigio inglesa 1729) encentramos o
comentario de Kline {1990, p.365):" He rejects infinitesimals or ultimate indivisible quantities in

favor of 'evanescent divisible quantities', quantities which can be diminished without end’'].

Quanto ao calculo de areas  quadraturas _, tendo Newton trocado a nogao

de ‘“indivisiveis” (geomeéfricos) por elementos infinitesimais que podia operar

partir da Geometria.. Segunde comentario de Kline (1990, p.359), “...even Newton thought the geometrv was
necessary Jor a rigorous proof .

“1 As demonstraces dos Lemas 1, 11, 11 e IV (entre outros) chamou nossa atengio a essa ligagao. Cf. NEWTON
{traducao de Motte, 1728, revisdo de Cajori, 1934, p. 29- 31).
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juntamente com o teorema binomial, ete elabora-os (para determinadas curvas) em
relagdo a uma operagao de “antidiferenciagao” (integracéo), estabelecendo o carater
inverso da quadratura e da tangente (que Barrow havia iniciado) e valendo-lhe,
posteriormente, a autoria do Teorema Fundamental do Calculo junto com Leibniz.
Essa operagdo inversa também & produzida em relagdo a estipulagdes locais

envolvendo desenvolvimentos de séries (que deriva e integra termo a termo).

Na construgao do Calculo temos, ao lado de Newton, o fildsofo G. Wilhelm
Leibniz (1646-1716), considerado um erudito universal e, em especial, um
matematico pelos estudos e producdes desenvolvidas. E importante a observagao
de que, os paralelismos e convergéncias de idéias nos trabalhos matematicos de
Newton, Wallis e Leibniz devem-se em parte ao intercaAmbio entre eles, inclusive

~anos de troca de correspondéncias.

A obra de Leibniz permitiu um maior desenvolvimento da algebrizagido do
Calculo, com sua produgao de significados a partir de técnicas e notagoes
algébricas. Nela aparece, entre outras coisas, uma nocdo e simbolizagao de
diferencial (ainda hoje usados), um algoritmo para calculo de varias fungdes, uma
nogao de derivada a partir de estipulagbes geométricas, um algoritmo para resolver

problemas de maximo e minimo, e, integragdes de diversas equagbes diferenciais.

Vamos observar algumas facetas de suas produgées ligadas ao Calculo
olhando para os escritos do denominado “novo método para maximos € minimos”.
Nos baseamos na traducao de J. Peyroux (edigado de 1983, p.4) da obra de Leibniz,
“Calcul Infinitésimal’ (publicada em 1684) e na obra “E/ Calculo Infinitesimal:
Leibniz/Newton” (da Biblioteca Cultura Los Fundamentales, de autoria desconhecida,
1977, p. 41)
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Dado o eixo AX e varias curvas VV,

¢ WW, ZZ, chamemos x ac segmento AX do

aixo, y, ¥, w, z, respeclivamente, as
K ordenadas normais ao eixo VX, WX, YX, ZX.
N Sejam VB, WC. YD, ZE, as tangentes que

cortarn, respectivarmnente, o eixo nos pontos

B.C.D.E. Seja dx um segmento arbitrario e
dv (dw, dy, dz), ou sea as diferencas das
mesmas v (W, ¥, Z), Um segmento que e a
dx como v (w, vy, Z) &€ a BX (CX,DX, EX). Isso

admitindo que as regras de calculo sdo:

Se a € uma quantidade constante dada, sera da = 0; e dax = adx. Se y = v (isto &, se uma
ordenada qualquer da curva YY é igual a uma ordenada qualquer correspondente da curva VV), sera
dy = dv.

Adicao e SubtracBo: se tem-se z-y+w+x = v, sera d(z-y+w+x) = dv = dz-oy+dw-+dx.

Multiplicagho: se y = xv, sera di{xv) = x dv+ v dx.

Divisdo: Sez= X seterad (X )=dz= Tvdy ¥ vdv
v Y ¥

Poténcia: dx” = ax™' dx. Exempio: dx’ = 3x” dx; sew = _|_, serd dw= =39%

Raiz: d (V;"_) = %dx”v’.r""” :

Apos discorrer sobre: os sinais das regras, a convexidade e concavidade das
curvas ligadas aos sinais dos diferenciais (dz, dy, dw), os pontos de maximo e
minimo nNos quais as ordenadas v (w.,y,z) mantém-se estacionarias e dv = 0 (dw, dy,
az), ponto de inflexdo onde a concavidade e os sinais trocam entre si, Leibniz
nomeia seu algoritmo de calculo diferencial € coloca-0 como um metodo em que nao

necessita “fazer desaparecer” (retirar ou desprezar) guantidades muito pequenas.

“De ceci connu comme Algorithme, que je dise ainsi, de ce calcuf que jappelle
différentiel. toutes les autres egualités différentielfes peuvent étre trouvées par un calcut
commun. et les pius grandes et fes plus petites, el de mérne fes tangentes sont lenues,

de telle sorte qu'il nest pas nécessafre d'enfever les fractionnares ou fracionnelfes, ou

autres chaines, ce que pourtant if fut & faire selon les Méthodes jusqurici montrées’

[grifos do tradutor] (Leibniz, tradugao de Peyroux, 19883, p. ).
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Notamos nesse texto _ “novo método para maximos e minimos _ que, embora
as diferengas (dx, dy, dz, dw) sejam escritas em relagdo a segmentos, elementos
geométricos (ligados a um desenho), paralelamente ha uma elaboragao de uma
notagdo na qual Leibniz procura identificar com suas nogdes (por exemplo,
diferencas, “diferencial’ e o simbolo dx para identificar essa diferenca ou diferencial

dx de uma quantidade ou magnitude x, e, J‘ para identificar suma , soma™) Essa

notagao, ligada a estipulagées locais algébricas na producao de significados para os
algoritmos e operagdes, promove uma aparéncia uniforme a sua escrita e torna-a

mais independente de elementos geometricos. Segundo Urbaneja (1892, p. 280): "Su

virtuosismo en la creacidon del simbolismo le permitiria traducir en férmulas los resultados

[infinitesimais] y en algoritmos los meétados, tanto los de sus aniecesores como los descubiertos por &l

mismo ...”

Leibniz frequentemente faia de quantidades infinitas e infinitamente
pequenas, porém, em alguns de seus enunciados, ele demonstra sua preocupac¢io

em considera-los como algo especialmente abstrates (ficticios):

O infinitesimal, como el infinito, esta siempre inacabado [...] Ficciones itiles en
cualquier caso, que permitedescribir lo real’ {Alcoba1996, p.159).
"El infinito es como el cerv, algo que carece de correlalc real, en definitiva, ‘um

modo de hablar Un estatus semejante tendran ilos infinitesimais. Los infinitesimales no

son aunca um namero vy ni siquiera una canlidade, sinG um rango de numeros que
dejamos sin especificar porque no hace falta ...” {op. ¢it., p. 160}).
“Entrementes. concebemos o infinitamente pequenc ndo coma um simples e

absaluto zero, mas como um zero relativo (como vocé proprio observou), isto é, como

~ Leibniz identifica a quantidade ou magnitude correlacionadas ao nimero de partes que compde uma coisa.

“La 'magnitude’ es lo gue en la cosa se expresa por el nimero de partes determinadas. [...} ‘Cantidad o
AMagnitude es lo que puede conocerse en las cosas por simple compresencia (o percepcion simultdnea)” [grifos do
airtor] {Leibniz, apud Alcoba, 1996, p. 151-152) . Além disso, “ndmere é aquele que tem a mesma quantidade
gue algo com 2 mesma qualidade que a unidade™:

“.. el numero en general. sea enmtero, quebrado. racional. irracional. ordinal o transcedente, puede
definirse con un concepto general, como aguello que es homogéneo a la unidad, o gue se relaciona com la umdad
csomo una recta com unarecta' {op, cit., p.152).

~ Cf. BARON (1985, p. 54-57).
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uma quantidade evanescente qGque aiida mantém o carater daquilc que esta
desaparecendo.

o)

_..ndo acreditava mesmo que existam magnitudes verdadeiramente infinitas ou

verdadeiramente infinitesimais” {L.eibniz, apud Oliveira, 1993, p. 25).

As estipulagdes locais a partir das quais Leibniz tratava seu principio de
sontinuidade™ n@o eram em relacéo a estipulagdes locais de limite, como s&o hoje ao
oroduzirmos significados para a definicdo de continuidade, mas em relacao a
orincipios fisicos e filosoficos de conservacao do mavimento. [sso explica a inversao
Je ordem que encontramos em seus escritos, pois Leibniz falou de “diferencial” a
oartir de sua nogdo de continuidade, ™ usando das diferengas infinitamente

cequenas que pode obter na divisdo ideal e, também, do uso da séries infinitas.

“Pues ef continuo no podria estar compuesto por la muititud, que no puede tener
su realidad mas que en unidades verdaderas que vienen de outra parle y son algo
distinto a los puntos matematicos, los cuales no son sino extremidades de la extension
y de las modificaciones de las que consta.

[.]

...ef punto matematico y el instante son el limite que encontramos por analisis, la
menor parle a fa cual podemos llegar diciendo todavia que estamos ante ef espacio 0 el
tiempo. el punto metafisico engendra la serie pero no pertenece a ella sino a un mivel
supernor.

[

La consideracion del ntmerg como algo ideal. descomponible por analisis en
unidades existentes sdélo a posterion, ef utilizar la nocién de homogeneidad para
definirfos, muestra ciaramente que a la ciencia del ntimero es aplicable la ley de

continuidad. Eso significa que en las series numeéricas no habra saltos. que no hay
ruptura, cambio de leyes de o finito a lo infinito” [grifos nossos] {Alcoba, 1996,
D.136, 137 e 159).

* Segundo Alcoba (1996, p.92) a lei de continuidade™ ou “principio de continuidade™ de Leibniz “contiene
wma de las seguientes proposiciones - 1. No hay transito por saltes; 2. La naturaleza no actia por salios; 3.
s hav mutaciones por saitos; 4. No hay cambios instanidneos: 3. Las reproduciones no se hacen por saltos: 6.
= naturaleza impide la discontinuacion.
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A convergéncia entre os temas e seu desenvolvimento em meio ao
pensamento diferencial e integral, {azem Newton e Leibniz compartilharem em varios
pontos na construgao do Calculo. Os principais pontos sao: a partir de seus
trabalhos o Calculo passou a ser independente, ndc mais uma parte da Geometria
apenas; ambos produziram seus conhecimentos a partir de estipula¢gdes locais
envoivendo nogbdes algébricas (até entdo as estipulagdes locais eram
predominantemente geométricas), os dois elaboraram e fizeram uso de um
‘processo de antidiferenciagdo’ nos problemas de area, volume e outros;
trabalharam em probiemas de caiculos de razdes, tangentes, maximos € minimos e

somas infinitas, que eram reduzidos geraimente a diferenciaco.

Todavia, em meio a essa comunhdo de pontos, existem interessantes
distingbes a serem destacadas, pois elas constituem marcas particulares em seus
respectivos trabalhos. Pensando nessa comparag¢ao, a principal diferenga esta no
que Newton € Leibniz disseram a respeito de elementos infinitamente pequenos, que
€ uma estipulagdo local basica para quase todas as suas demais produgdes.
Enquanto Leibniz lidava com os diferenciais {incrementos infinitamente pegquenos,

"%y diretamente em seus

0s quais em Ultima instdncia estavam as “ménadas
algoritmos (como elementos algébricos), Newton produzia seus significados para os
infinitamente pequenos a partir de estipulagbes locais da Fisica, como na

determinagao de velocidade {ou da fluxao), varnia¢io de mudanga.

~ Encontramos também em Oliveira (1993, p. 24) afirmacdes a respeito dessa inversdo nas consideracdes de
Leibniz.

" Para Leibniz o continio ndo pode ser composto de multitudes de pontos. Os pontos sao incapazes de formar
um continuo, peio menos enquante nio se completa a sua dispersdo ou extensdo, ou seja. gue os converia em
unidades verdadeiras, que sdo distintas dos pontos matematicos, os quais podem ser vistos como extremidades
das extensdes. Assim. para encontrar essas wnidades verdudeiras, diomos metafisicos ou monagas, ele recorreu
2o que disse ser um ponto real ¢ animado. Segundo ele “uma ménada € uma substdncia simpies, mas uma nogao
completa, 4 qual ndo se precisa adicionar nada. As mdnadas, para formarem um comrinuo, necessitam serem
convertidas em uma série, ordenadas e vinculadas, j2 gue sfio como mundos separados. Cf. ALCOBA (1996, p.
136-137).

Quante aos infinitesimais, além de se referir que eram “menores que gualquer quantidade dada”. ele dizia
que falar deles € o mesmo gue falar de infinito, é sempre inacabado, “se fes puede asignar cualguier cantidad o
magnitud. es decir, no hay raiones para as signarle una en concreto. Hasta com hacer el error menor que
cualquiera que pueda darse (op. cit.. p.159).
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Outra distingao esta em que, para Newton os problemas de area e volume
eram basicamente resolvidos em relacdo a um processo de diferenciagao,
dificiimente pensava em termos de somagao. Ja Leibniz, agia ao contrario, primeiro

pensava em somagdes, para depois calcula-las peio processo de antidiferenciagao.

De um modo geral, nos parece natural que Newton fosse empirico e mais
concreto que Leibniz, pois a demanda de seu meio contextual era o de um fisico,
enquanto que a do segundo era de um filésofo |6gico e, portanto, dado a reflexdes e
generalizagdes.” Talvez por isso Newton nao ligasse muito para a notagcdo que,

oara Leibniz (conforme observamos anteriormente) era central.

Resumindo, o desenvolvimento da geometria analitica e do sistema de
representacdo de quantidades variaveis, juntamente com a produgdo dos
significados infinitesimais e a aplicagao mais extensiva dos conceitos numericos, em
couco tempo levaram isaac Newton e Gottfried Wilhelm von Leibniz aos estudos de
correlagao entre derivacao e integra¢ao culminando no Teorema Fundamental do

Calculo e nos algoritmos de nosso Calculo.

Em pleno séc. XIX, como cita Boyer (1974), apds este trabalho de Newton e
Leibniz ter sido muito discutido e utilizado _ valendo-lhes o titulo de "pais do Calculo
arierencial e integral"_. matematicos famosos como Gauss (1777-1855) e Cauchy
11789-1857) insistiam em discussdes sobre a existéncia de um infinito real continuo;
sendo que pelos escritos de Cauchy, tanto se pode dizer que produzia significados
=m relagdo a estipulagdes locais infinitesimais como em relagdo a estipulagées

wocais de limite. Notemos em seu enunciado sobre o “infinitamente pequeno”

“Quando os valores numéricos sucessivos de uma variavel diminuem

indefinidamente de modo a tornarem-se menores gue gualguer numero dado, dizemos

que a variavel se toma ‘infinitamente pequena’ ou uma quantidade infinitamente

pequena. O limite de tal variavel é zero' (Cauchy, apud Baron, 1985, v.4, p. 47).

Em sua obra, Cauchy também apresentou os fundamentos do Calculo na

Sorma de uma teoria de limites (em relacdo a estipulagdes locais de limite), a qual foi

~ Cf. KLINE (1990, p. 379-380).
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convertida por K. Weierstrass (1815-1897) no métode épsilon e delta de Analise que
noje € um dos modos de produgdo de significado. Porém esse novo modo de
producao de significado sé foi possivel com o advento da aritmetizagao da Analise
(imputando maior rigor matematico), quando se ligou estipulagdes iocais da teoria de
conjuntos as estipulagdes locais a partir do Calculo que entdo se produzia. Assim

procedeu, por exemplo Cauchy em suas produgdes a partir do Calcuio.

Como expoente mais "avangado” nessa questdo do infinito (na dire¢cido de ser
semelhante ao que produzimos), temos as idéias de outro matematico Bernhard
Bolzano (1781-1848). Para certifica-nos disso, basta observarmos como JW.R.
Dedekind (1831-1916), inspirado nos paradoxos de Bolzano, sob a influéncia de seu
professor Weierstrass, escreveu uma definicdo (ainda hoje adotada) para um
sistema infinito: "Diz-se que um sistema S é infinito quando é semethante a uma parte propria deie
mesmo, casc contrario S se diz um sistema finito’. Quando entdo os significados foram

oroduzidos a partir de estipulagdes locais algébricas (teoria de conjunto) e um

infinito real.

Com Bolzano, considerado “o Pai da Aritmetizagao”, *comecou-se a produzir
¢

aiferencas entre infinitos reais, por exemplo, entre o infinito do conjunto dos inteiros

& o infinito do conjunto dos reais.

Paralelamente G. Cantor (1845-1518), considerado um dos criadores da
eoria dos conjuntos, tomou-a como ponto de partida para produzir objetos e
significados novos em termos do infinito; entre eles, a definicdo de conjuntos
equipotentes _ quando os conjunios podem ser colocados em correspondéncia
ciunivoca _ e de ndmero cardinal (um objelo): se dois conjuntos sdo equipotentes,
2iZ-se que eles tém o mesmo nurmero cardinal. Os numeros cardinais de conjuntos

- finitos podem ser identificados com o naturais e os dos conjuntos infinifos sao

* Cf. EVES (1995, p. 530).
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denominados de numeros transfinifos. Com isso, passou-se a ter distingdes entre

conjuntos infinitos, uma escala para as infinidades. *°

Todavia, o conceito de grandezas infinitamente pequenas (infinitesimais)
ainda permaneceu em discussio, e foi objeto de estudo no séc.XX {(ca.1960) dos
trabalhos de Abraham Robinson na intitulada Analise Nao-Standard “°. A partir dela,
temos produgdes de significados e conhecimentos preponderantemente em relagao
a nucleos de nogdes infinitesimais que, muitas vezes considera os hiperreais como

uma estipulagao local.

54 CONCLUSOES

Acreditamos que o principai resultado dessa investigagdo historico
epistemolégica foi o de revelar diversos modos de produgio de significado e objetos,

a partir da Histéria da Matematica.

Uma conseqgiéncia direta disso é o refor¢o a importdncia da pesquisa
nistorica epistemologica em se tratando de investigagbes ligadas ao
desenvolvimento do pensamento diferencial e integral, embora paralelamente
1ambém tenha se evidenciado que esse tipo de pesquisa subentende uma atengao
aspecial 3 liga¢ao infrinseca entre seus resultados e a maneira de se ler a Histéria.
No nosso caso, tendo em conta o MTCS, escolhemos nao ler os texios a procura
Jos verdadeiros sentidos e significados produzidos outrora ou tentando filtrar e
separar a parte matematica, mas, sim, considerando que temos aspectos parciais,
sesiduos de enunciagdes que sao vistos através de um filtro temparal histdrico e a
- partir dos quais uma producao de significados ocorre na propria atividade de busca

cela leitura.

~ CF (op. cit.. p. 662).

“Para melhor visio de sua ligagio com a matematica ver Oliveira, T.A.(1993), Andlise Ndo Standard:uma
apologia ao seu ensing, Dissertagdo de Mestrado. UNESP-Rio Claro,SP.
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Para alcangar nossos objetivo principal, nac dependiamos de caminhar em
um desenvolvimento cronologico e sucessivo na Historia da Matematica. Porém,
optar por seguir uma ordenagdo ac destacar alguns pontos, os quais julgamos
importantes devido & identificacé@o e investiga¢do das produgbes de significado que
temos em saia de aula de Calculo, facilitou o trabalho de contextuaiizagio de fatores
de maior influéncia nas produgdes, tal como; os culturais e de poder, as ligagbes

entre os respectivos personagens historicos e os interlocutores.

Uma outra consequéncia dessa investigagio histérica epistemolégica é a
confirmag¢ao do quanto é adequada uma investigagao critica desse tipo se queremos
compreender nao so o proprio desenvolvimento historico do, mas os realces
determinados pela caracterizagdo em pensamento diferencial e integral. Nesse

- sentido, as comparagoes entre os tipos de estipulacdes locais {visuais-geométricas,
algébricas-funcionais, de limite e outras) tomadas pelos alunos e professores em
meio as atividades em sala de aula e ac :elas evidenciadas a partir dos textos
historicos {“estipulacdes locais histéricas”) sdo resultantes das reflexbes sobre os
discursos. Dentre todas as producbes citadas _ desde as gregas antigas,
pabildnicas e outras, até a fundamentagdo do Calculo por Cauhy, Weirstrass e
predecessores (apds a aritmetizacado da Analise) _ conseguimos destacar alguns
lipos de estipulagdes locais historicas que continuam a caracterizar os modos de
produgao a partir do Calculo. Por exemplo, ac ofharmos os textos antigos vimos que
significados, objetos e conhecimentos eram produzidos em relacdo a estipulacdes
locais visuais-geométricas, porém estipulacdes locais diferentes das de hoje, ou
seja, dentro de um mesmo tipo, mas distintas; exemplificando: uma estipulagao
visual-geométrica como uma reta _ apenas um continuo geométrico que pode ser
sucessivamente dividido _ ou um principio geomeétrico _ em que s6 podem ser
comparadas grandezas de mesma espécie {comprimento com comprnmento, area
com area e assim por diante} _ nao sera elemento de um nucleo a partir do qua!
produzimos significados (hoje), a ndo ser em casos especiais, a partir de textos

historicos quando entdo 0 modo de produgdo de significado pode fazer com que
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parecam proximos. A impressao de proximidade & devida a certas relagoes e
estipulacbes locais postas em evidéncia (pelos nossos modos de produgao de
significados) ao olharmos os textos e vermos os “ancestrais” enunciados as vezes
até com o mesmo nome; ¢ que muitas vezes nNos causa esta impressao “existencial’

de continua anterioridade.

Objetos na atividade algébrica

Os objetos produzidos a partir das “estipulagées locais histéricas” e
considerados objetos ancestrais de outros produzidos posteriormente, por exemplo,
‘diferenciais” _ como guantidades infimas (ou evanescentes) em meio aos “fluentes
e fluxdes” de Newton _ como um objeto ancestral de “diferenciais” ditos por Cauchy
como uma fungac da derivada e de um incremento {(dy = f (x) dx), sao objetos
distintos, produzidos em relacdo a estipulagdes locais diferentes, diante de
demandas diferentes. O fato de (posteriormente) ser possivel articula-los em um
outro modo de producgao de significados, faz com que se tenha a impressao de que
tém algo intrinseco, de que "compartilham algo comum’, como acontece ao se adotar
uma visao progressista (evolucionista) da Histona em uma postura mais
“essencialista” do ponto de vista epistemolégico e, entao, olhar para os dois
“diferenciais” mencionados como sendo 0 mesmo objeto s6 que mais aperfeigoado,

mais trabalhado.

A investigacao que procedemos evidencia essa critica a respeito da produgéo
de objetos no revelar dos diversos modos de producao de significado. Assim, por
exemplo, ao olharmos para a parte antiga da Histéria da Matematica, nos deparamos
com as construgdes dos incomensuréaveis, dos irracionais, do infinito potencial, cujas
astipulages locais eram predominantemente visuais-geomeétricas e as estiputagbes
locais algébricas ou algoritmicas em minoria. Portanto, nao possibilitava produzir
definigbes como a de “limite" {de Cauchy e predecessores) sem uma nogao mais
geral de numeros reais (implementada a partir da teoria dos conjuntos trabalhada

cor Dedekind e Cantor), sem a nogado de funcdo e de toda a linguagem inerente
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Capitulo 6

PESQUISA DE CAMPO

8.1 INTRODUGAO

e acordo com o que indicamos no Capitulo 1 (item 1.3.1), a

@escolha dessa modalidade de pesquisa tem por base © nosso
interesse em examinar as enunciagées dos alunos e professores, a partir do Calculo,
como uma fonte para alcangar nosso objetivo principal de investigar sobre o
sensamento diferencial e integrai no que diz respeito as diferenciagdes

caracteristicas dos modos de producdc de significados, objetos e conhecimentos.

Nas tendéncias atuais de pesquisa em Educagdo Matematica tem-se, como
uma das linhas predominantes, 0s problemas de ensino e aprendizagem que,
relacionados a educagdo de um modo geral, foram abordados por Lidke & André
11986, p.9):

Esses problemas, pela sua natureza especifica, requerem técnicas de estudo
também especiaimente adequadas. Em lugar dos quesfionarnios aplicados a grandes
amostras, ou dos coeficientes de correlacdo. tipicos das analises experimentais, sdo
utitizadas mais freqtientemente neste novo tipo de estudo a observagdo participante, que
cofa o pesquisador a realidade estudada, a entrevista, gque penmite um maior
aprofundamento das informacdes obtidas; e a analise documental, que complementa 08
dados obtlidos através da observacdo e da entrevista e que aponta novos aspectos da
realidade pesquisada.

Considerando nossa experiéncia prévia nessa area de ensino e
aprendizagem de Calculo, juntamente com as diversas variaveis que se apresentam

em termos de uma analise epistemoldgica das caracteristicas fundamentais ao

pensamento diferencial e integral, nossa opgao foi por uma metodologia de pesquisa

qualitativa, que nos permitisse cbservar de modo a interferir o minimo possivel no
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Jia-a-dia dos professares e alunos, e, principaimente, em suas maneiras de falar e
apresentar as ideias e solugbes de problemas em Calculo. Por isso optamos pelo

srocesso metodoldgico de observagio participante' que permite a combinacao de

warios métodos dirigidos pelo pesquisador a um fim especifico.

Portanto, além dessa observagdo sistematica com anotagdes do ocorrido em
um caderno de campo, utilizamos entrevistas do tipo entrevista centrada®, e a
=slaboragao de problemas que foram resolvidos pelos estudantes individualmente ou
=m grupos de trés ou quatro (segundo a intervencido pedagogica de seus

2spectivos professores).

As trés turmas (T1, T2 e T3) escolhidas e observadas durante um ano, para
fns de coleta de dados, foram de Calculo inicial por entendermos este contexto
Zropicio a pesquisa de campo relativa a investigagao de producdo de pensamento
=ferencial e integral. Nelas, apds aceitacdo dos respectivos professores e alunos
ouanto a observacao e finalidade da pesquisadora em suas salas de aula, tivemos
om periodo inicial _ cerca de dois meses _ de adaptagao entre os estudantes e a
sesquisadora, principalmente em termos de suas posturas, de passarem a nao se
mcomodar com aquela figura (da pesquisadora) pouco interferente e muito préxima,

20servando e gravando.

Enmre as metodologias qualitativas (observagdo participante. pesquisa-a¢io, pesquisa-participante. historia de
w33 e outras) citadas por Haguette (1990} a mais adequada em termos de suas caracteristicas e definigio fo1 a
esenvacio participante. A pagina 62, esta autora cita a seguinte definigio de A. Cicourel:

“... definimos a observacdo purticipante como um processo no qual a presenga do observador numa
siuacdo social & mantida para fins de investigacdo cientifica. O observador estd em relagdo face a
fuce com os observados., ¢, em participando com eles em seu ambiente natural de vida, coleta dados.”

Ou ainda um pouco mais adiante:

“Por ohservacdo participante nds entendemos aguele método no qual ¢ observador pariicipa na vido
didria das pessoas sob estudo. seja abertamenie. no papel de pesquisador, seja de forma encoberia,
através de um papel dissimulado, observando as coisas que acontecem. owvindo o que € fulado e
questionandn as pessoas no espago de algum tempo™ (Becker & Geer, apud Haguette. 1990. p.63).

* Thiollent, apud Haguette (1990, p.77) diz que a2 entrevista centrada ¢ aquela “na qual. dentro da hipérese
¢ certos temas, o entrevistador deixa o entrevistado descrever livremente a sua experiéncia pessoal a respeito
L0 assunto investigado.”
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A0 expor sobre aspectos da propria situacdo de observagido e entrevista
Haquette (1990, p. 79) cita Argyris:

As entrevistas representam situagoes psicologicas novas para o entrevistado
.Como tai, ele ndo percebe bem os objetivos nem sahe bem como se componar; [...)os
pesquisadores, na malona vinculados a universidades, sdo muitas vezes percebidos
como individuos sofisticados e de alta educag¢do, o gue pode criar uma reagdo de defesa
por parte dos entrevistados.

E de nossa competéncia, como pesquisadores, a avaliacdo do grau de
correspondéncia entre as afirmagées dos entrevistados e as nossas proprias
observacdes no caderno de campo, com a realidade e o acontecido. Por isso foi
imprescindivel uma interacdo do pesquisador com o mundo do pesquisado. Segundo
0s autores L.Udke & Andreé (1986, p.11),

a pesquisa gualitativa supde o confato direto e prolongado do pesquisador corm o
ambiente e a situagdo que esta sendo investigada, via de regra alravés do trabalho

intensivo de campo

6.2 SOBRE OS DADOS COLETADOS

Temos quatro tipos de dados:

1. entrevistas individuais gravadas (s¢ “audio”) ou filmadas (audiovisuais)

com professores e com uma estudante de Calculo | que ja havia cursado

esta disciplina pela Engenharia e pela Matematica;

2. gravacdes de grupos de alunos em atividades em sala de aula de Calcuio,

sendo algumas filmadas (audiovisuais) e outras gravadas (so6 “audio”).

3. observacgdes escritas (cadernos de campo) pela pesquisadora em salas de

aula de Calculo;

4. solucdes escritas de problemas, feitos individualmente ou em grupos pelos

alunos em sala de aula de Calculo.
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Estes dados estdo separados em trés blocos de acordo com os respectivos
tipos referidos acima, uma vez que tém natureza diferenciada; sendo gque as
observacoes escritas a respeito das aulas ("em loco™ nido sdo analisadas
separadamente, mas agregadas aos demais tipos de dados sempre que julgamos
pertinente e esclarecedora alguma comparagao, adigdo ou critica que estas possam

proporcionar.

6.3 FORMAS DE APRESENTAGAO DAS FALAS E DAS SOLUGCOES ESCRITAS

Olhando os dados do tipo 2., 3. e 4., transcritos das gravacdes e dos registros

das observacdes em sala de aula, notamos certas distingées nas formas como eles

se apresentam e resolvemos propor uma classificacdo destes dados em categorias

antes de analisa-los segundo o MTCS. As razfes que nos fazem assim proceder
sdo0: (a) as categorias descrevem essas formas de apresentag¢do de maneira simples
e facil de serem observadas,; (b) as categorias real¢cam a importancia do MTCS nas
analises das producdes de significado durante as atividades em Calculo, inclusive

entre dados de uma mesma categoria.
As categorias utilizadas em suas solugdes ou falas foram;

1) {alg-func) uso (exclusivamente) algébrico ou funcional, como as operagdes

com numeros, variaveis, e fungdes;
2) (lim) uso de limite, como as expressdes indicativas (por exemplo: lim f(x)= L)
s

ou resolugtes de limite de funcio, sequéncia, ou qualguer outro, mesmo que

nao seja pela definigao weirstrassiana;

3) (deriv) uso de derivada, como por regras de derivacdo, pela definigdo de
derivada envolvendo limite do quociente de Newton, pela identificagdo com

taxa de variacao instantdnea ou com declividade de reta tangente;

4) (integr) uso de integra¢ao, como por integrais definidas, indefinidas, integrais

improprias, e outras, ou pela definicado envolvendo limite de soma de Riemann,
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3) (geom) uso de graficos, desenhos geomeétricos, ou solugdes geometricas,

6) (infinit): uso de infinitésimos, por extensao dos reais {(mesmo sem falar em
hiper-reais), ou semelhantemente a Newton.( quantidades infimtamente

pequenas, intervalo “infinitamente pequeno’, quantidades “evanescentes”)

Na referida classificagdo através das categorias acima, devemos notar que
uma mesma solugéo ou fala pode ser enguadrada em mais de uma das categorias
quando nao ficar evidente a predominancia acentuada de alguma delas, ou quando

a predominancia for de mais de uma.

6.4 DAS ANALISES SEGUNDO O MTCS

A concentragac na importancia do modelo ocorre justamente nas observacdes
e andlises, durante e apos o recolhimento dos dados, a medida em que nossa
atencao a partir do MTCS € dirigida a compreensdo do pensamento diferencial e

integral.

Propomos destacar e analisar certas partes dcos dados coletados que
julgamos evidenciar os modos de producio de significados para objetos a partir do
Caélculo. Para isso, tomamos como referencial alguns tipos de nucleos e suas
respectivas estipuiagdes locais. As caracteristicas basicas das estipulacdes locais
desses nucleos sdo:. (i) nac sdo elementos a priori do processo de produgao de
significados; (i) sua elaboragdo & via linguagem e simbologia visual (escrita e
desenhos) de uso na propria Matematica € mesmo em linguagem comum
{quotidiana) porém relacionadas a objetos e enunciados, textos, ou falas a partir do

Calculo; (iii) sua contextualizagao tem como meio as atividades.

Quanto a essa Ultima caracteristica, queremos dizer que nac estamos
considerando as expressdes e simbolos nas estipulagdes locais especificas, que
citarermos a seguir, “recortados” de todo o discurso ou separados do contexto das

atividades. Elas foram observadas como sendo as de maior incidéncia em nossa

vivéncia de sala de aula de Calculo e em pesquisas (como as citadas no Capitulo 3)
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que focam a sala de aula e as enunciagdes de alunos de Calculo. Contudo, nada

impede que essas estipuiagdes locais possam vir a compor nicleos de outros CS.

O que sao estas estipulacdes locais 7 Sao elementos do tipo. esquemas,

objetos, axiomas, ou principios, que na produ¢do de significados constituem
nicleos. Entre os modos de produgdo de significado (que caracterizam 0O
pensamento diferencial e integral) ocorridos mais assiduamente durante as
atividades observadas, aos quais pudemos evidenciar e denominar por suas

estipulagdes locais especificas, estéo:
+CS em relagdo a nogdo de limite
oCS em relagdo & nogdo de infinitésimos
oCS em relagdo ao visual-geomeétrico
«CS em relagdo a algoritmos

As estipulagtes locais estao sendo por nds tomadas como emergentes nos

diversos modos de se pensar ou enunciar algo sobre os objetos do Calculo.

Conforme dissemos e exemplificamos no Capitulo 4, ao falarmes do MTCS, é
possivel termos producdes conjuntas de elementos (esquemas, principios ou
objetos), como equagdes e inequacdes desenvolvidas em meio & definicao de limite
{com suas variaveis, fungdes, quantificadores logicos, operagdes, igualdades e
desigualdades), ou seja, a produgdo de varias estipulagdes locais relacionadas

conjuntamente.

Quando, nas discussdes sobre a producao de significados e conhecimentos,
nao notarmos a especificidade ou a predeminancia de uma estipulacdo local em um
nucleo, ndo tomaremos denominacgdes especiais para ele. Em geral, um nicieo, por
ter uma natureza essencialmente dindmica, envolve mais que as estipulagdes locais
com relagdo as quais se produziu significado para a matematica em guestao. Por

1850, muitas vezes nos referiremos as proprias estipulagées locais caracteristicas do
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pensamento diferencial e integral, ou de outros, como 0 do “pensamento aigebrico,

sem mencionar a respeito de um nucleo que possam estar constituindo.

E importante dizer que entre as nogdes matematicas fundamentais, gue um
professor de Matematica quer que o estudante produza, geraimente antecedendo e
entdo se desenvolvendo com o pensamento diferencial e integral, estdo as de
vanavel e as de funcdo, nem sempre suficientemente ja trabalhadas pelo estudante
desde o pnmeiro grau, de forma que possam integrar positivamente as novas
no¢des que caracterizam o Calculo.® Em nossos registros e analises, apesar de
estarmos considerande essa dificuldade entre estudantes no primeirc ano de
Calculo, veremos incorporadas essas nogoes as esfipulagbes locais em alguns dos
modos de producac de significados, embora muitas vezes as identifiguemos como
insuficientes (observando pelo ponto de vista de nossas inten¢des) e, em outras, até
cossam  constituir obstaculos ao proprio pensamenioc matematico avangado.
Lembramos que por iss0 e por sua importancia, essas nogdes sao constantemente
re-trabalhadas no inicio do Calculo e implementadas durante todo o primeiro ano

desta disciplina.

6.4.1 Quanto aos nucleos ¢ estipulagdes locais observadas

« Caracterizando um nucleo de limite temos as estipulacées locais a respeito

ge limite :
_ adefinicdo Weirstrassiana de limite de uma fung¢ao de uma variavel real, ou

seja: dizemos que” limf(x) =L se Ve>0, 346>0 tal que se

O<ix-cj <& = |fix) - L] <.
ou

_enunciados como:

" Cf. LINS & GIMENEZ (1997, p. 151).
" Segundo pudemos também constatar nas pesquisas de Williams (1991) e de White & Mitchelmore (1996},
sziatadas no Capitulo 3.
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1. envolvendo expressdes do tipo: “o limite é.."; ou “a existéncia do

n.5

limite...”;” (claro que na dependéncia do contexto, do gue se esta

dizendo).

Cu

2. envolvendo simbolos como: lim f{(x) (onde f(x) & qualquer expressao
I—=u
funcional, e a pode ser até « ); ou lim> (de alguma expressio
=

matematica), ou ¥ £¢>0, 3 3>0 talquese O<|x-cl<d=ifix)-L]<¢

{ou com outras letras porém mantendo a implicacao légica matematica).

E precisc atengédo ac que os estudantes de Calculo, principalmente antes do
segundo ano desta disciplina (comumente denominada Calculo I}, produzem como
significados em relagio a "limite”; pode ser que nem seja a partir de um nicleo de
Imite, pelo menos enquanto o ensinc e aprendizagem relativos a este objeto sao

sredominantemente intuitivos ®

sCaracterizando um nucleo de infinitésimos temos as estipulactes locais a

respeito de infinitésimos:

_a nogao ou a definicdo de um infinitésimo (numero hiper-real), numero
infinitamente pequeno, mas maior do que zero;’ ou mesmo a nogao de
infinitésimo mais intuitiva como concebida desde Newton (como: incrementos
infinitamente pequenos, quantidades infinitamente pequenas, intervalo de

tempo “infinitamente pequenc’) e de Leibniz (como:. numero menor que

‘Diferentemente estdo expressdes como “tende a...” ou “se aproxima de...” que, conforme veremaos nas analises
Jos dados. geraimente estdo em um outro mode de produzir significado envoivendo a nogio de limite. podendo
mclusive serem estipulagdes em um CS visual-geométrico.

" Referéncias sobre varios uses da palavra intui¢de, adequados ao discurso que ora consideramos , podem ser
zncontrados em Davis & Hersh (1995 p.360-361).

" E mister que fagamos uma ressalva em relacdo a essa no¢do ou definicdo de infinitésimo a pariir da Analise
mdo-Standard de Abraham Robinson (que reabilitou em uma linguagem formal 2 idéia de Leibniz de
infinitésimos) _ a respeito dessa nogdo. pouquissimo se fala em nivel de uma disciplina de Analise (mesmo em
cursos de graduacdo em Matemadtica) e menos ainda em disciplinas de Caleulo _. Portanto, embora a tenbamos
colocado aqui; junto a nogdo de infinitésimos de Newton, é desta ultima que mais se fala entre os alunos ¢ a
maior parte dos professores.
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qualquer outro designado, diferenciali de uma variavel & a “diferenca

infinitamente pequena’, poligono de lados infinitamente pequenos)®.

OuU
__0s enunciados como:

1. envolvendo expressoes do tipo: “é menor que qualguer nuUmero... mas
NAc & zero (em um contexto em meio a valores positivos pequenos, por
exemplo}’; “sao muito, muito pequenos, infinitésimos”, “infinitesimais”;

“infinitesimalmente pequeno”;
Qu

2. envolvendo simbolos como: dx, dfix), dA, dV (onde “d{..)" & uma
quantidade “infinitesimal”, "muito, muito... muito pequena” de um objeto

considerado).®

« Caracterizando o nuclec visual-geométrico temos as estipulacdes locais

visuais-geomeétricas :

_ principios geométricos como esquemas, resultados geométricos e férmulas
geomeétricas (por exemplo: da area de circulo _ Agmuwe = 27 OU formulas

obtidas de relagbes métricas de um tridngulo retingulo de lados b e ¢, em

que b & o lado adjacente ao anguio o __ g a = % _ ), graficos e desenhos
de figuras planas ou espaciais.
ou
_ 0s enunciados como.
1. envolvendo expressdes do tipo: “pelo grafico de...”; “a deciividade da

reta tangente a curva..."; “o coeficiente anguiar da reta tangente a(o)}...",

* Cf em ALCOBA (1996, p. 160), LEIBINIZ {(1983.p. 7), ¢ BARON (1985, v.3, p. 28-34}.

" Naote-se aqui a diferenca deste dx (infinitesimal) para o dx como diferencial de uma fungdo. ou seja. escrilo
womo dx - Ax ou dv =/ rx).dx, onde Ax representa um acréscimo real na variavel x.
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"geometricamente a area (ou o volume) é..."; "graficamente podemos

ter...”; “pelo esbogo (grafico) de...”; "podemos fazer um desenho de...”;

Ou

2. envolvendo simbolos como:

{com qualquer desenho}; ou outros tipos de graficos

Ou mesmo desenhos de objetos planos ou espaciais {como figuras

geomeétricas ou volumes de solidos) sem eixos como referenciais.

« Caracterizando o nucleg do CS des algoritmos temos as estipulagdes locais

do tipo algoritmos:

_ esquemas, regras, formulas, sequéncias memorizadas “de cor’.

ou

_ enunciados como:
1. envolvendo expressdes do tipo: “a regra &...”; “a férmula &..."; “set que

se faz assim...ndo sei porque”,

Ou
2. envolvendo simbolos de modo sistematico, sem necessitar reflexbes,
apenas memoria.
Quanto a esse uitimo nucleo, de estipulagdes locais do tipo algoritmos, temos
a considerar que, primeiro, pode parecer a principio que tem interse¢cdo com 0s
demais campos mencionados, pois podemos ter algoritmo geometrico, algorntmo
algébrico e assim por diante, mas devemos ter atengao ao gue se fala efetivamente

a partir deles, pois se & o algoritmo pelo algoritmo, ou seja, nao ha relacionamento a
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nenhum outro elemento possivel em um campo (geométrico, algébrico ou outro
diferente de um CS de algoritmos), entac nao se pode dizer gue é um algoritmo de
“tal tipo”; segundo, sua incidéncia torna-se freqiiente 2 medida em que se trabalha o
pensamento diferencial (e acreditamos que qualquer outro modo de pensar) e
passamos a “automatizas” os procedimentos e processos (um comportamento
psicologicamente positivo devido 3 repeticdo) que usamos com sucesso, tomando
como estipulagdes locais elementos que, em ocasides anteriores, foram objetos
produzidos em outros CS em meio a pensamentos reflexivos; terceiro, por ser um
modo de produzir significado através de “esquemas” (no qual a atengao fica voltada
para os ‘passos a seguir’), torna-se também um modo de fugir da reflexao

matematica (comportamento observado em alguns estudantes).

Em nossas analises, além do destaque desses CS com seus nhuclecs e

estipulagbes locais respectivos, estaremos interessados em observar também

oontos estratégicos na produgdo de significado, como:

_ Se houve mais de um tipo de CS nos quais um mesmo sujeito, diante de
uma mesma atividade, produziu seus significados;
Se sujeitos, trabalhando em uma mesma atividade, tomaram CS
diferenciados entre eles;
__Se o sujeito mudou seu CS embora o pudesse ter mantido {(do nosso ponto

de vista).

6.5 0S DADOS

Neste item escolhemos alguns dos dados, de modo diversificado, para

mostrar uma analise de produgao de significados em relagao ao MTCS.
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6.5.1 Gravacgdes e observagoes de atividades em sala de aula

ATIVIDADE 1

Problema 1 - gravado (P1-G) |

senx

Calcular o lim
=0 e

Essa atividade de resolucdo do problema P1-G foi proposta pelos respectivos
professores aos seus aiunos nas trés turmas de Calculo abservadas, sendo que: na
turma de Fisica, foi possivel gravagao em fita cassete, enquanto que, nas outras
duas turmas _ de Matematica e Geologia _ a atividade foi descrita no cadernc de

campo pela pesquisadaora durante a execucao da mesma.

Na turma 1 (T1): A transcrigao completa da fita sobre esta atividade encontra-
se no Anexo 2 deste trabalho. A sequir transcrevemos as partes que julgamos mais

oertinentes a essa pesquisa.

Os alunos de T1 (55 alunos do curso de Fisica) trabalharam durante quase
todas as aulas de Calculo | em grupos. No dia desta atividade, como de costume,
estavamos em um desses grupos para observar e gravar as falas enquanto

discutiam e resolviam as questdes da ficha de atividades.

Falas e observacgdes:

Grupo de guatro alunos: Jou, Nat, Raf, e Ped; sendo que a pesquisadora

‘enquanto observadora), sera designada, simplesmente, pela letra O.

JOu _ Fiz na calculadora e deu... Limite desse valor ai..., quanto mais zeros eu colocar mais

perio vai chegar do valor no grafico aqui [e aponta para a imagem no zero do grafico que

senx
fez (sem preocupar-se com os zeros da fungdo fix) = ., OU com as escalas}).
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Raf _ Mas nunca vai ser 1.

Nat Mas ai vocé esta justificando por infinitésimos. Encaminhamento 3 [dade pela prof. na

folha de atividades] [este aluno j& havia tentado calcutar e visto a mensagemn de

ERROQ na calculadora]

Raf Pra ser pelo grafico tem que justificar porque vai ser 1.

Jou _ Eutentei provar, eu juro que tentei comn valores proximos de zerg. Como vou pravar?!

Vou dizer gue fiz na calculadora?
[Apos algumas tentativas pelo grafico e pela calculadora]
Jou _Queda 1 eu sei que da 1. Mas, por que?

[O aluno A; n3o estava contente com a justificativa da aproximagao pelo grafico ou pela
calculadora. Os outros trés aluncs do grupo tentam convencé-lo e a si mesmos ]

, sen0.0001
Raf Bom por exemplo eu vou jogar ¢ valor Ax = 0,0001, e calcular 00001’ e Igual a

0. 9959998

[E continua a fazer calculos com valores menores que 0,0001).

Raf _ Ai Deuquase 1, caral

Jou _ E. se a gente jogar um valor menor vai dar mais aproximado ainda.
Raf Vai dar mais noves ainda.

sen Ax

]

O - E, onde vocé esta aqui? [Aponta para o grafico que tem desenhado de y =
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Raf _ Me aoroximando... quase em cima do zero, ndo d4 nem para marcar ai o ponto.

Conclusdo: _Da1. Da1 caral

(.

[Jou diz de outre modo)

JOu _ Porque 0 seno de um angulo pequeno é o proprio angulo.
Raf _ E... Tem essa tambeém.

Raf _ Vamos seguir o encaminhamento? A sugestio de Jou ?

{O prof. chega neste momento ao grupo, observa, e diz: “Se vocé fizer tudo bem
pequenininho (aponta a figura do encaminhamente 3 que os alunos olhavam) vocé vai chegar
aisso...” (aponta figura desenhada na mdnada onde o seno do arco & ¢ préprio arco)].

Raf _ vamos dar esta expiicacéo entao.

Jou [Lé o que escreveu] Quando x & muito proximo de zero _ infinitésimos _, sen x € igual

ax,e umdividido peio outro é igual a 1.

Na turma 2 (T2) [Observagdes anotadas no caderno de campol:

Js afunos de T2 (40 alunos de Matematica) trabaltham individualmente nas

atividades propostas pelo professar.

senx

O professor inicia calculando, junto com a turma, o valor de para

X

alguns valores de x, cada vez menores. Diz o professor: “Intutivamente vemos que

e seny . : m g 5
1[11'} =1", em que ¢ ajdunto adverbial de modo _ “intuitivamente” _ parece ter um
- 'r

. y . . i . i i 410
significado literal de "sem rigor matematico suficiente a esse nivel”.

" A intuicio em relagdo 4 Matematica, geralmente ¢ usada para dizer que a mente humana pode desenvolver
sensamentos que sdo baseados em imagens e nogdes proprias. isto €, ndo necessariamente dentro de um rigor
matematico (ou seja, de um procedimento segundo as regras de um sistema gramatical da matematica _ a
{ogica), embara possa ser um pensamento com bases (dgicas. SegundaTall (1991, p.1d). “fntuigde é o produto
dz imagens conceituals do individuo”. e. ainda a essa mesma pagina. fundamentado em concepgdes de Poincaré
¢ de Fischbein. Tall reafirma que, intuigdes iniciais 1ém bases matemalticas pré-formais que vio sendo refinadas
<om o decorrer das experiéncias.
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Ele faz a demonstragao que os livros de Calculo | geralmente trazem, usando

geometria e o teorema do “sanduiche”.

A seguir os alunos resolvem outros limites parecidos onde podem usar este

problema como dado, ou que também tém que usar o teorema do “sanduiche”.

Na turma 3 (T3) [Observacdes anotadas no caderno de campo]:

Os alunos de T3 (33 alunos de Geologia) trabalham liviemente, agrupados ou

individualmente, nas atividades propostas pelo professor.

senx
usando

O professor pede que os alunos fagam o grafico de f(x) =
L

calcutadora grafica. Ao serem questionados sobre o problema do valor de f quando

x & zero, olham o grafico na calculadora e respondem que € 1; poucos (cerca de &

alunos) tentam calcular valores de f para valores de x proximos de zero. Concordam

. Senx . y . - - .
em escrever que  lim =1, sem questionarem a indeterminagac imediata do

£l oy

referido limite'".

Classificacao em relacao as categorias:

Pode-se dizer, pelos registros da T1, que os estudantes Jou e Raf pensaram
inicialmente em resolver usando informacdes numeéricas (calculandc valores de

senx : : : senx
na calculadora) e, a seguir, através do grafico de y =

X X

. Isso classifica, em

um primeiro passo, a solugao nas categorias alg-func e geom.

Porém, no segundo passo, por iniciativa de Jou, os estudantes passam a

pensar e discutir mais em termos numéricos, tentando valores “bem proximos de zera” €

"' Pratica semelhante, com aplicacio inclusive desta mesma fungdo entre outras, encontramos em Baldino et
al. (1996, p. 294-301}.
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em termos de infinitésimos (“...muto proximos de zero , infinitésimos”), colocando a

solucao final, aceita pelo grupo, na categoria infinit.

Na T2, o professor juntamente com os alunos (estes vao calculando os
valores e ditando ao professor, que os afere e anota) usam primeiroc uma sofugdo
caracterizada por uma aproximacgao numeérica, dindmica, de valores ¢ada vez mais
proximos de zera (como o professor diz:: “cada vez menores”), solugao pela categoria

alg-func, intutiva (sequndo o professor).

A seguir como solugao definitiva, faz uma demonstragao que se classifica em

geom e lim.

Na T3, os alunos buscam solugdo através do que véem no grafico,
diretamente. Conforme observamos em suas falas, do tipo: “A funcdo esta passando onde

em x zero e perto de zero? Em um.” Ou seja, estdo na categoria geom.

Analise em relacido ao MTCS:

Na T1, vamos pontuar em cima dos enunciados transcritos das falas dos

estudantes.

Apesar de na primeira fala de Jou, aparecer a frase “...quanto mais zeros eu
colocar mais perto vai chegar do valor...", indicando uma certa aproximagao,
podemos observar que ele esta se referindo sé a questdo grafica, juntamente com
Raf, tentando produzir significado a partir de estipulagées geometricas. S6 falam em
mais aproximado ainda do valor 1 (um), referindo-se e apontando pontos no grafico
ou valores obtidos na caiculadora relacionados ao grafico, hd uma nitida

predominancia do CS do visual-geometrico.

Raf, fala o tempo todo tentando perseguir a idéia de estar “muito, muito

proximo de zero”, tentando conciliar as duas coisas (o numéricc € 0 geomeétrico),
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mas achando dificil falar do numérico numa situagdo na qual o visual lhe é
suficiente. E o primeiro a aderir a idéia sugerida nos encaminhamentos do professor

sobre infinitésimos.

através

: se
O aluno Nat parece sempre tentar descobrir qual o valor de

de construgdo grafica e de valores tabelados, inclusive se existe um valor para

sen {)

Fala muito pouco, € diz logo de inicio que estariam justificando por

‘infinitésimos”, mas n&o podemos afirmar que estava produzindo significados em
relacdo a um nucleo de infinitésimos, ndo exterioriza quase nada. Muito menos o
aluno Ped , que sd segue as instrugdes dos outros, concordando a cada afirmativa

deles.

Finalmente, parecem se convencer do resultado e da justificativa por
infinitésimos. Sendo que Jou manifesta seu entendimento falando acs demais:
“Quando x & muito proximo de zero _ infinitésimos _, sen x & igual a x e um divido pelo otitro é igual a
1", Como nao ha nenhuma propriedade mencionada (além da palavra “infinitésimos”)
que seja relativa a estipulagdes locais de Infinitésimos e Raf fala de elementos
numéricos querendo dar conta do que lhe é invisivel ¢ ao mesmo tempo &bvio
graficamente, nao podemos dizer que a produg¢ao de significados e de conhecimento

passa a ser feita no CS dos infinitésimos.

Resumindo, podemos dizer gque o aluno Jou inicia no CS do estipuiado
geométrico e que em conjunto com os demais no final da atividade passa ao CS dos
infinitésimos. Ja o aluno Raf parece estar sempre produzindo no CS dos

infinitésimos.

Na T2, desde o inicio havia uma intengdo do professor (que se evidenciou
; , senx .
durante sua conduta de incentivo aos alunos) de mostrar que —— "se aproximava
fig

cada vez mais de 1, 3 medida que x se aproximava de 0", pensando como ele disse,
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“ntuitivamente”, € produzindo significados no CS do pensamento algébrico a medida
Jue operava numericamente para mostrar esta aproximagao juntamente com o0s

estudantes que também assim agiam manuseando suas calculadoras.

Durante a demonstragdo formal do resultado proposto, o professor faiou a
partir de estipulagdes locais de limite (inclusive ao usar o teorema do “sanduiche” ou
do “confronto” como € comumente denominado, ou seja, um resultado sobre fungoes
gue possuem um mesmo limite em um mesmo ponto) e de estipulagbes visuais-
geomeétricas no calculo de areas, que permitem estabelecer as fungfes e as
comparag¢oes (traduzidas em forma de equacgdes) a serem usadas no teorema do
“sanduiche”. Além do mais, falou a partir de outras estipulagdes algébricas e regras.
Por isso, podemos dizer que produziu significados nos seguintes CS: de limite,

. visual-geometrico, do pensamento aigébrice e dos algoritmos.

Contudo, ndo podemos dizer o mesmo dos estudantes que durante essa acao
de exposicdo do professor permaneceram como espectadores, as vezes falando

baixinho um com outro, ndo possibilitando observarmos o que ocorria em relagao as

falas deles.

Na T3, o modo de producao de significados dos alunos teve um nucleo
constituido de estipulagbes locais geométricas, pois s6 faziam suas enunciagdes a
partir das construgdes graficas, fomando “janelas” em torno de x = 0 para observar o
grafico nas calculadoras. Inclusive ao responderem a questao do valor de f para x =
0: “f0) ¢ um” (sem titubear, sem qualquer enunciacdo a respeito da "impossibilidade”
de se calcuiar o valor em x = 0}). Como alguns poucos estudantes experimentavam
valores numeéricos pequenos para x, questionamos a dois deles, que responderam:
“é para ver valores da fungdo’. Infelizmente, nac tivemos como averiguar mais o que

pensavam e o que os faziam nao colocar em suas tabelas um valor para a

% SEhx : 4 . =
expressdo — emx =0, as vezes deixado com um ponto de interrogacao.
X

Portanto os alunos parecem ter permanecido no CS do visual-geomelrico.
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Todavia, ndo posso dizer o mesmo do professor (pelas observagées
particulares que me fez durante o transcorrer das atividades, nas quais incluiu os

termos “se aproxima cada vez mais de...” e “limite &...").

ATIVIDADE 2

Foram filmadas e gravadas (em fita de video) as solugdes de quatro problemas (P2-
G. P3-G, P4-G e P5-G), propostos pela pesquisadora (observadora) como atividade
em sala de aula, a dois grupos de alunos (GA e GB) de uma mesma turma (T1), que

0s resolveram na ordem em que 0s apresentamos a seguir.

Problema 2 - Gravado (P2-G)

Comentem entre si e escrevam ¢ que vem de mais imediato em seus
pensamentos $€ peco para pensarem no que aprenderam de importante a respeito de
derivada de uma fungio.

OBS: Se for mais de uma referéncia. ¢ se acharem que ha ordem de importancia,

favor menciona-la. Também ao contrario. se acharem que nao ha.

Falas e solucdes:

Transcrevemos a seguir algumas partes para entendimento de nossa analise.

Transcricdo mais completa encontra-se no Anexo 3)

Grupo A (GA}
O _Pesquisadora
Dan , Gib, Nor - Estudantes do GA.
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[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam que houve corte na
transcricdo. Os escritos entre coichetes sao elucidagbes da
observadora sobre as ocorréncias que as falas nao traduzem ou nao

deixam muito esclarecidas).

[Um dos estudantes |é o problema P2-G em voz alta, a seguir come¢am a
conversar entre sil.

Dan - O que que vem de imediato?

Gib - Derivada & o coeficiente anquiar da reta tangente. [sso vem de imediato.

Se vocé tiver um grafico espago por tempo e vocé vai calcular a derivada vocé vai ter
velocidade, e se for de velocidade por tempo € voce calcular a derivada vocé vai ter aceleraggo.

Dan - O mais imediato eu acho que & a derivada como coeficiente da reta tangenie que o
srofessor fixou mais com a gente e ..."insiste” em mencionar. Escreve ai ... [fala para Gib).

[O aluno Gib escreve a frase: “A derivada € o coeficiente angular da reta
tangente”, como podemos observar também na folha que entregaram € no video).

Nor - Depois vern a interpretacao de grafico.
Gib - Entao. A gente pode fazer um grafico aqui e tentar interpretar.

[Nor desenha um grafico de espago por tempo, Dan e Gib também, so que Dan
coloca as letras x € y nos eixos emvez de s e t como Gib ).

[Ao tracar seu esbogo grafico (figura a seguir), Dan ja toma um segundo par de
£ix0s logo abaixo do primeiro, transferindo as abcissas, valores de x do grafico
anterior, e vai tomando como valores das ordenadas as “inclinagtes” que dizZ ser:
mais positiva, nula ou negativa conforme os pontos tomados).
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[S6 falam em reta tangente e na interpretagac fisica como velocidade
instantanea).

Gib - No meu grafico tomei um ponto P e queria saber a velocidade instantanea no ponto .
A velocidade instantanea neste ponto é dada pela derivada.

Tomando uma paralela a partir do ponto P, a0 eixo x, e tragando uma perpendicular a essa
dltima reta. encontrando a reta que tangencia em P, eu vou ter um Ay, um nomero, & um

AX um numero tambem. E a derivada vai ser % . NO ¢casa seria a velocidade instantanea
no ponto P.

Dan . Que & a propria derivada

Gib - Que é o coeficiente angular da reta tangente em P.

Dan -E.

Gib - Se fosse um grafico de velocidade por tempa, teriamos aceleragéo.

Dan - Na parte fisica, s0.

Gib - E. Se eu fosse fazer uma interpretacio matematica. ai € o coeficiente angular da reta
tangente. Pra Fisica é a velacidade instantdnea no pontc P.
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GA-Solugao de P2-G_

Grupc B (GB)
O - Pesquisadora
Ton , Lia, Lis - Estudantes do GB.

[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam que houve corte na
transcrigdo. Os escritos entre colchetes sao elucidagbes da
observadora sobre as ocorréncias que as falas nac traduzem ou

deixam n&o muito esclarecidas).

[Um dos estudantes I o problema P2-G em voz alta, e em seguida comegam a
conversar entre si).

Lia - Em primeiro lugar...derivada de urna funcéo é o coeficiente angular da tangente no pontg.
Ton - Da reta tangente ao pento.
[Ton torna a ler a pergunta do problema. “O que vem de mais imediato a seus
pensamentos sobre derivada?’].
Lis - Coeficiente anqular.
Lia - Isso quando se trata de umn grafico, ne?!

[Ton e Lia desenham um grafico e uma reta tangente num dos pontos).

Lia - Tem uma fungdo. Tern um grafico.

[Desenham.

Lia - Essa reta tangente expressana a derivada nesse ponto. Se...

Ton - Mais que isso. Vooé pode pegar uma posi¢ao X e sel corespondente f(x) . Uma x+h e
f{x+h) . Por Newton.

Lig - Limite do quociente de Newton.
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Ton - Isso. Limite do guociente de Newton.
(Escreve:]

Coef Newt. = flx+hm)- f(x)

A
Lia - Quociente de Newton.

(")

Ton - Isso aqui [aponta (*)] é o coeficiente angutar de uma reta secante. Na verdade vocé tem
Jma reta secante peqando dois pontos.

Lia - Isso. Dais pontos do gréafico.

Ton - Al quando vocé fizer h_tender a zero, h_diminuindo. vocé vai ter a derivada que é 0
=oeficiente angular da reta tangente no panto.

Lis - E isso aqui. [Exibe seu desenho]

Lia - dh na caso. Vocé ta entendendo o “h”... Ele vai se tornar uma coisa infinitesimalmente
oequena.

E para derivada de uma funcdo, por exemplo y = x° , voce diferencia dy = 2x.dx .. entdo

Jerivada vai ser — = Jx .
ax

Lis - A derivada de x° & 2x_a diferencial de x° & 2x dx.

[Escreve:] Dx? = 2x f(x)
dx® = 2x dx

Ton - [Indica o dx no quadradinho] esse & o diferencial.
O - Qual é a diferenga?



238
.‘/mwgaua Lo Yf,'ﬂmrﬂr-

Ton - Trata-se de coisas muito pequenas, infinitésimos, por isso gue tem esse dx agui.
Lia - Um incremento. Um incremento de x .

[Passam a outro problema).

Classificacao em reiacao as categorias:
Os estudantes do GA se fixam no uso da derivada ¢omo “coeficiente angular

da reta tangente’, quando entdo explicam através de graficos inclusive como
encontrar a declividade de uma reta que tomam como a tangente em um ponto P
no grafico da funcao tracada (veja a seguir a figura da solugao escrita), e, falam
J0 uso da derivada como “taxa de variacéio instantanea’, ao se referirem a Fisica. Isso

classifica suas falas e solugdes nas categorias deriv e geom.

Os estudantes do GB também comecgam falando da derivada como
“coeficiente angular da reta tangente no ponto” , mas relacionam a derivada como limite
40 quociente de Newton, explicando que antes de fazer “h tender a zero' €
sncontrar o coeficiente da reta tangente, tem-se o coeficiente da reta secante. No
fnal referem-se a derivada de X na forma diferencial, quando entio, Ton diz que
o diferencial & um “infinitésimo”, mas nao rebate nem acrescenta nada ao ouvir,
logo a seguir, Lia dizer que & um “incremento”. Portanto podemos dizer que suas

solugdes se classificam predominantemente em deriv, embora em algumas

sassagens {caiculos algébricos) estejam em alg-func.

Anadlise em relacdo ap MTCS.
No GA, os estudantes Dan e Gib produzem significados geométricos em

relagao a derivada ao afirmarem que “derivada é o coeficiente angular da reta tangente”,
continuando em um CS visual-geométrico ac efaborarem grdficos e até mesmo
awando falam a respeito da Fisica e colocam os eixos representando as variaveis
&spago, tempo, e velocidade, os quais aparecem como significados e objetos
centrais.
Podemos observar que apenas nomeiam Como “coeficiente angular da reta
tangente a curva” OU ‘“velocidade instantanea {taxa de variacdo instantanea)’, mas ¢ modo
de produgdo de significados e o objeto derivada estdo em um CS visual-

geomeétrico, pois, desenham comentando graficos de fun¢des com retas
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tangentes e mostram como encontrar a declividade de uma reta em um ponto
determinado (usam uma tangente relacionando-se a um grafico “tempo X
espago”). Contudo, podemos observar a pouca atengao com a simbolizacéo, até
pelo equivoco de Ax — 0 em vez de At — 0 (ja que tratavam com as variaveis
espago € tempo, como podemos também notar na solugao escrita deste grupo) e
que isso, deve ter ocorrido, justamente pela predomindncia do pensar visual-

geométrico.

No GB, o estudante Dan, assim como Lia, inicia produzindo significados
em relagéo a um nlcleo visual-geomeétrico (esbogando graficos e falando em reta
tangente e coeficiente anguiar), mas logo relaciona-se a estipulagdes numéricas-
funcionais, operando a partir do coeficiente de Newton (veja solucdo de P2-G
pelo GB).

Nas frases finais de Lia e Lis notamos as regras de diferencial e derivada
de x* como elementos de destaque e, pelo fato de falarem muito pouco (mesmo
guando questionados pela pesquisadora) da diferenga entre a derivada e o
diferencial de x°, inclusive se dx & uma “coisa finitesimalmente pequena’ OU uUm
“acréscimo’ (de que tipo?), s0 podemos afirmar que produziam significados em

relagao a estipulagdes locais algoritmicas.

Problema 3 - gravado (P3-G)

Sendo f uma fun¢do, como por exemplo f{x) = x” . qual o modo que
vocés mais usam para pensar e explicar para alguém o calcuio da

derivada desta fun¢do num ponto de abcissa x, sabendo que ela € o

“cpeficiente angular da reta tangente™ ao grafico da fun¢do neste ponto?

Falas e solucgdes:

Transcrevemos a seguir algumas partes para entendimento de nossa

analise. (Transcrigdo mais completa encontra-se no Anexo 3)
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Grupo A {GA)
O _ Pesquisadora
Dan , Gib, Nor _ Estudantes do GA.

[OBS: Os parénteses (...}, entre linhas, indicam que houve corte na
transcricao. Os escritos entre coichetes sdo elucidagbes da
observadora sobre as ccorréncias que as falas nao traduzem ou nao

deixam muito esclarecidas).

fUm dos estudantes |é o problema P3-G em voz alta, a seguir comecam a
conversar entre sil.

Gib - Acho que prisneiro é interessante fazer um arafico da funcdo, né?!
[Os estudantes fazem graficos € tomam um ponto Xo].

Dan - A gente coloca onde quiser o ponto xq 7

O - E oque & a derivada em x, ?

Dan - Entdo vou colocar x; aqui [€ aponta no grafico, tragando a seguir a reta
tangente]. Se coiocar aqui vou ter uma inclinagao assim da reta tangente.

[E escreve: f’(x) = 2x, fomando o grafico de §' como uma reta).
0 - Qual seria a expressio da derivada? Comao é que calculanam?
[Os alunos continuam a fazer graficos e a pensar a partir deles).

Dan - Graficamente eu vou ter uma reta. Agora...se eu derivar isso dai, x’  da 2x.

)
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O - Por que a derivada & 2x 7 Eu quero que vocés tentem explicar.

Dan - Entdo. Porque a gente vai...\Vai pegando retas tanqentes ao longo desse grafico e vai
vendo a inclinagdo dessa reta, e assim a gente pode desenhar o proximo arafico. da derivada ja. .,
{iee)

O - Por que que € 2x? Como vocé pode explicar?

Dan - Ai é cornpiicadot

Nor - Tem derivada por Newton. |Fala para os demais].
Dan - Por limite? Virgiii...!

[Gib tenta encontrar algo nos apontamentos de aula, nas fichas de
encaminhamentos dadas pelo professor].

Dan - Ah! Eu ndo consigo fazer assim. Eu acho que tem que fazer atraves do grafico.
)

Nor -_Através do grafico vocé ndo tem como demonstrar que & 2x.
{3}

[Todos procuram nas fichas de encaminhamentos das atividades j3a dadas em
sala de aulal.

Gib - Na FT 06, ai gente. E eu acho que & por ai. Temos que aplicar o quociente de Newton pra
chegar nisso ai.

Ban - Limite. né?!

. : ; . . flx+Ax)— f(x)
Gib - Pelo quociente de Newton nes temos que aplicar § '{x) = ETO*——AX————_fa;gg@
Ax "bem peguenininho”.

[Resolvem e encontram a derivada, discutindo as substituigbes e algebrismos].

GA - 2° parte da solucéo P3-G

§'0) o 9 £ Cmran) —-J';(M:f' .
A x o oy
w?
= AL v Cr a o,;_) I g . .
& '-“—:?‘ - ;’:'\n.xfy:" ad o W = D <t ——../'e‘?
X_‘h“:f\q.-'\:} P =2 B i ————— e
_',')
2 i "
— S .\3%-"—‘.{?—'- &5 m — S sacm ‘_’_,_,__—M““’ Sr‘;M_{*J__/;(‘Sg =~
B "o L - D M B i 4
T e o
| ? ;L‘I _E:‘i ,r" ..\‘) =7 ;“: .'
a = L = i
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.’-‘_-_b_—-__.
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Grupo B (GB)
O _Pesquisadora
Ton , Lia, Lis _ Estudantes do GB.
[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam que houve corte na
transcricao. Os escritos entre coichetes sdo elucidagbes da
observadora sobre as ocorréncias que as falas nao traduzem ou
deixam nao muito esclarecidas].
(Um dos estudantes i€ o problema P3-G em voz aita, e em seguida comegam a
conversar entre sil.
Lia - Desenvolver isso agqui (€ aponta para o quociente de Newton que Ton havia
escrito no 1° problema (P2 -G anterior)].

Ton - No caso vai ficar [E escreve discutindo com os outros dois:|

(x+i)—x’ P r2ch+h’~xT h(2x + h)
h - h s
lhi.mu(2x+h)=2x =D{(x)= f'(x)=2x

Lia - E 2x ... Seria a equagéo da. ..
Ton - No nosso caso...
Lia - 2 & o coeficiente angular ...2x.

Lis - 2x. E, respondendo a pergunia, entdo..."c_modo gque a gente ia usar @ pelo quociente de
Newton.”

Ton - E, praticamente, acho mais facil de ver e explicar para alguém.
O - Mas teria outro?

Ton - Na verdade eu ja ouvi algumas explicacdes... 1sso & por Newion, mas vocé fambém
poderia imaginar...na verdade aqui v. esta fazendo h se aproximando [mostra dois dedos se
aproximando do ponto Xg], v. poderia imaginar ao contrario como se fosse uma “bolota”,
crescendo, ou alguma coisa crescendo isse aqui [mostra a curva em torno do ponto,
figura anterior], se expandindo...

Q-Eai?

Ton - Eu nag saberia como eguacionar isso.

O - Seria o que ele [referindo a Lia] falou de infinitésimos?

Ton - Acredito que sim, seria por infinitésimos. Eu consigo visualizar os infinitésimos melhor na
integragao, mas nas derivadas...

(o)
0 - O que vocés entendem por infinitésimos?
Ton - Como assim?

0 - Quando voceé fala: “é um infinitésimo”, que vemn na sua cabega?

Lia - Uma coisa infinitamente pequena. que da para scmar e ter um valor exato [refere-se a
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uma area que desenha, com soma de retdngulos infinitesimais. Nao falam mais
nada a respeito de P3-G].

Classificacdo em relacio as categorias:
Os estudantes Dan e Gib do GA iniciam a discussao sobre P3-G falando

Je graficos e esbogando-0s. Como a fungéo sugerida é f(x) = X°, eles desenham
uma parabola e, a seguir, uma reta tangente em um ponio de abcissa x,. Dan
seluta em acatar a afirmagao dos outros dois colegas para resolverem a derivada
ceio limite do quociente de Newton, ele quer usar esbogos graficos como no
oroblema anterior (P2-G). Depois Dan acaba cedendo, e juntos calculam a
serivada de x* pela definigao (limite do quociente de Newton).

Ou seja, podemos ciassificar suas solugbes e falas na categoria geom e

deriv.

Os estudantes do GB tomam logo o limite do quociente de Newton para
calcularem a derivada pedida. Depois dizem que existe uma solucdo também por
infinitésimos, mas que nao sabem como "“equaciona-ia”.

Logo, a solugdo que apresentam pode ser classificada como deriv , alg-

func e lim.

Analise em relacdo ao MTCS:

No GA, principalmente para o estudante Dan é nitida sua preferéncia de

oroducao de significados em um CS visual-geométrico ao trabalharem o P3-G. Ao

2. L1

falar em derivada de x*; "Agora...se eu derivar isso dai, x°, da 2x . ha uma produ¢ao de

zignificados em relagao a um nicleo de algoritmos, de regras para o Calculo, em
um CS de aigoritmos. Contudo, Dan logo volta a se relacionar a um nucleo

wisual-geometrico ao enunciar. "Vai pegando retas tangentes ao longo desse grafico e vai

wendo a inciinagdo dessa reta, e assim a gente pode desenhar o préxime grafico, da derivada’,

rzferindo-se a encontrar a derivada de x°.

Apos sugestdo de Nor, de consultarem fichas de trabalho a respeito da
cefinigao de derivada pelo quociente de Newton, passam a produzir significados
- 3igebricos-funcionais, do tipo algeritmos ou outros mais (nem sempre notados)

cela escrita. Em certas acdes, como por exemplo a passagem em gue escreve
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lirr}]2x +,/_Nf0= 2x , ele parece ja automatizado em um CS de algoritmos (o0 esquema
Ar—

é do tipo: “fazer Ax = 0 e operar’) nao se relacionando a um nucleo de limites.

No GB, ocorre 0 mesmo que para o GA na parte final da resolugao de P3-
Slx +Ax)— f(x)

G, quando relacionam-se ao algoritmo: f '(x) = Emﬂ s , Inclusive a
-

respeito da passagem final ao limite.

Problema 4 - gravado (P4-G)

Um deposito de farnha esta furado no fundo, por onde estdo
escapando, durante cada minuto, 1/200 avos da quantidade de farinha
existente no depdsito. Inicialmente a quantidade de farinha era de 800 kg.
Um depdsito de farinha esta furado no fundo, por onde estao escapando,
durante cada minuto, 1/200 avos da quantidade de farinha existente no
deposito. Inicialmente a quantidade de farinha era de 800 kg.

(a) Quantos quilos de farinha escaparao em 5 minutos?

{b)faga um grafico da quantidade de farinha no deposito em fungio
do tempo.

{c} Vocés acham que & possivel prever que o deposito se esvaziara,

ou nag? Tente escrever uma justificagao.

Fala e solugoes:

Transcrevemaos a seguir algumas partes para entendimento de nossa

analise. (Transcricdo mais completa encontra-se no Anexo 3)

Grupe A (GA)
O _ Pesquisadora
Dan . Gib, Nor _ Estudantes do GA.
[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam que houve
corte na transcricdo. Os escritos entre colchetes sao elucidagoes da
observadora sobre as ocorréncias que as falas nao traduzem ou nao

deixam muito esclarecidas].
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[Um dos estudantes |& ¢ problema P4-G em voz alta, a seguir comegam a
conversar entre si).

Nor - 1850 e problema de taxa.

Dan - Taxa de variacao. Na verdade uma exponencialzinha,

Gib - Mas, nao da para resolver de modo mais simples isso aqui?

Dan - Nae sei, vamos tentaf.

[Fazem as contas minuto a minuto até o quinto, e a seguir um grafico continuo de
t {tempo) por m (kilos) de farinha, marcando valores de t=0 a t=5. Dan chega a

se referir a um outro modo de fazer, por taxa novamente, mas nao se lembra
como. D3o por encerrado. ]

/'-J

-
A e W

GA - Solucao do P4-G

Grupo B (GB)
O _ Pesquisadora

Ton, Lia, Lis _ Estudantes do GB.

[OBS: Os parénteses {...), entre linhas, indicam que houve corte na

transcricdo. Os  escritos entre  coichetes sdo elucidagbes da



observadora sobre as ocorréncias que as faias nao traduzem ou

deixam nao muito esclarecidas).

[Um dos estudantes 1& o problema P4-G em voz alta, € em seguida comegam a
conversar entre si).

Lia - £ uma taxa de 800 kg por minuto. E umataxa de vazéo da.. farinha.
Ton - Num tempa.

Lia - Quer o volume exato, dQ/dt [escreve] naquele momento. Seria isso. [Fazem alguns
calculos numeéricos|

Lia - 4 kg € a taxa de vazdo da farinha do depdsito por minuto.
0 - A cada minuto vaza 47
Ton - Seria i550.

Lis - Acho que t& estranho porque vaza 1/200 avos da quantidade de farinha que esta no
Jepodsito & apos o primeirg minuto ndo vai ter mais 800 kg.

Ton - E verdade. .. Entdo 4 kg & no primeiro momento.
Lia - Depois vai vazar menes.
..){pensam]
Lis - Um segundo depois j& ndo vai ser mais...
[Discutem]
Lia - Entao que fungdo poderia expressar isso?
Peso por uma quantidade... alguma coisa em fungdo de t . Exponencial?
[Escrevem:]
-1

Lia. 22
a4 200

)

0-Mas Q & uma quantidade?

O(t). umataxa.

Lis - Q € uma variavel.

O - Que vanavel & essa?

Lia - Quantidade de farinha no deposito.
O - Entao que quer dizer dl/dt ?

Lia - A taxa de variagdo € 1/200 de Qo.
0 - De Qq, inicial?

Lia - Nao, de Q.

()

Ton - Acho que inicialmente vaza devagar.
Lia - Nap, iniciaimente...
Lis - Vaza 4 kg por minuto, Lia. S& que 1 segundo depois, diminue.

Lis - Vaza menos, cada vez menos.
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Lia - Queremaos achar, por exemplo, onde Q = 0.

[Fazem caiculos para alguns valores utilizando calculadoras, escrevem:]

2™ =800, £=In(800) , 1= 200.In(800) .

]
200
[Olham os graficos e as contas {com seus erros) e concluem que o deposito se
asvazia em um certo tempo t.]

()

Classificacao em relagdo as categorias:

Os estudantes Dan e Nor do GA de inicio parecem pensar em uma
sclucdo envolvendo taxa de variagdo, mas nao desenvolvem esta ideia,
sassando a sugestao de Gib, quer seja, resolver de outro modo _ fazer caiculos
muto-por-minuto até atingir o quinto minuto para obter a resposta pedida no P4-
= Assim prosseguem, fazendo as contas sem maiores discussdes a respeito
20 problema. O esbogo gréafico é feito tomando pontos de modo discreto, minuto
= minuto, mas depois os pontos sao ligados em um tragado continuo (segundo
“=mbém esbogo menor indicado ao lado do grafico que tragam, veja figura: GA _
¢ao de P4-G ).

Assim, pelas poucas falas e olhando o que escrevem, podemos classificar

salucao em alg-func e em geom.
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Os estudantes do GB faiam direto em uma taxa que relacicna a
quantidade de farinha (Q) com o tempo (f). Lia escreve corretamente a taxa em
termos de derivada e, depois de conversar com os demais, escreve na forma de
uma equacao diferencial, que integra para encontrar Q. No final da sofugéo
idealizam {incorretamente) uma nova quantidade, Qg relacionada a quantidade
inicial existente.

Pelo observado, classificamos a solugae nas categorias deriv, integr e

geom.

Analise em relagao ao MTCS:

No GA, apesar de encontrarmos um inicio de falas reiacionando o P4-G
com taxas. essa intengdo nao € seguida. Temos uma solug¢do em relacdo a
astipulagdes locais numeéricas e calculadas de modo discreto, que nao expressam
censamentos (esperados) do tipo diferencial e integral. Na parte final, referente

ao grafico, produziram significados em relagdo a um nucleo visual-geometrico.

Quanto ac GB, iniciam falando de taxa em relagdo ac tempo porém com
significado discreto-numeérico, Lia diz: “4 kg é a taxa de vazao da farinha do depdsito por
minuto”. Discutem, passam a pensar a vazao da farinha em segundos, falando e
censando em se relacionar em fungado do tempo. Q (quantidade de farinha)

carece ser, entao, pensada como uma variacao continua em relagao ao tempo.

d -1 . . .
Lia escreve: d—‘? o O(1), simbolizando a taxa de variagao falada em fun¢ao do

=mpo, como ela diz. Seguem produzindo significados relacionados a

=stipulacoes algebricas e funcionais.
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_Problema 5 - gravado {P5-G)

. e . _ .
Pensem e discutam sobre lim—=0, digam quais das frases abaixo se

n—a 3]

adequa melhor e porqué?

(a) a medida que n tender a infinito, 1/n tende a zero;

{b) quando n for infinito, 1/n sera zero;

{c) 1/n pode se aproximar cada vez mais de zero se tomarmos n cada vez
maior;

{d) o inverso de um valor infinitamente grande é um valor infinitamente
pegueno, loge o inverso de infinito é zero.

Falas e solucdes:

Este problema nao foi discutido no GA, os estudantes nac tiveram tempo
sara faze-io devido a demora nos demais problemas, por issco a transcrigao e
znalises a seguir referem-se s6 ao GB. (Transcricac mais completa encontra-se

=0 Anexo 3)

Grupo B (GB)
O _ Pesquisadora

Ton  Lia, Lis _ Estudantes do GB.

[OBS: Os parénteses {...), entre linhas, indicam que houve corteé na
transcricdo. Os escritos entre colchetes sao elucidagbes da
observadora sobre as ocorréncias gue as falas nao traduzem ou

deixam nac muito esclarecidas].

“Um dos estudantes |é o problema P5-G em voz alta, e em seguida comeg¢am a
sonversar entre sij.

- 1/n quando n tende a zero. ..

U= - Eu entenderia se fosse n tendendo a infinito.

2 - Entdao pense assim.

Ton - Reformou ent3n?... n 14 tendendo ao infinito?

- 1850,

- Ta, entdo n ta tendendo ao infinito.

lam e comentam entre si sobre ¢ enunciado|

- Vocé nunca vai ter infinito.

- Como?

- Vocé nunca vai poder {alar: “esse ndmero é infinito, entdo o inverso dele € zero”.
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[Lis e Lia apontam algumas das frases do enunciado do problema com as quais
parecem concordar e outras que parecem rejeitar]

0 - Vocés poderiam dar uma raz3o porque escolheram algumas e jogaram outras fora?

Lia - Sim. Aqui ele fala de valor... [Aponta (d), e passa o dedo para a resposta {b)] No
{b}), no (b).

Lis - Como na letra (b) ele fala "quando n for infinito 1/n sera zero”..., n nunca sera infinito.

Ton - Ele vai tender a infinito. N&o da para usar ¢ conceito de infinito como algo estdtico, parado.
Temn que sef uma coisa...que esta tendendo.

Lia e Ton - Eu acho a {c) mais clara

[Dao por respondido.]

Classificagdo em relagdo as categorias:

Podemos dizer que o problema refere- se ao célculo de um limite, e que os
estudantes do GB ao |é-lo pensam a respeito do limite de 1/n quando n tende ao
infinito. Os estudantes Lia e Lis falam sobre a tendéncia de n ao infinito de modo
dinamico, como algo que cresce potencialmente e indefinidamente’, por isso
descartam a resposta (b) e (d) ficando com a (¢).

A classificagao é portanto na categoria lim.

Analise em relacao ao MTCS:

Lembramos que o fato de olharmos para o problema e o destacarmos
como ‘“referindo-se a limite’, ja & devido aos significados e objetos que
sroduzimos para o enunciado em relagao a um nticleo com estipulagdes e objetos
semelhantes para os quais ja se produziu significados em outros momentos.

As preocupacdes dos alunos parecem ser relacionadas ao que & fazer "n
‘ender a infinito”, ou & nogao de infinito como algo inatingivel, nas palavras deles:
"_..n nunca sera infinito. Ele vai tender a infinito. Ndo da para usar o conceito de infinito como
aigo estatico.”

Os significados produzidos dessa forma “potencialista” para as expressdes
“ende a" ou “se aproxima de” podem ser relativas a estipulacbes algébricas-
sumeéricas (com base nos reais ou racionais) ao pensarem no “valor’ 1/n, numero
i/n, que vai “diminuindo-diminuindo”, quande tomamos n aumentando muito. Isso
2 reforcado pela énfase as expressdes: "Vocé nunca vai ter infinito”. “Vocé nunca vai

soder falar: ‘esse numero é infinito, entao o inverso dele é zera' "

1 Sierpinska (1987, p. 387) ao fazer a classificagdo dos modelos de limite, que denomina esta posigdo
s=ariva 2o infinito de “potencialista”.
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Ademais, como em seu rascunho,

Lia havia rabiscado um desenho do tipo:

enquanto os outros falavam a respeito de n —» «, podemos inferir que estaria
pensando a partir de estipulagdes locais visuais-geometricas.

Portanto, em nenhuma enunciagdo, durante esta atividade de reflexao
sobre PS-E, notamos que os estudantes estivessem falando em relagdo a
estipulacdes locais de limite ou a definicao weirstrassiana (por épsilon e delta).
Qu seja, a producao de significados para a idéia (intuitiva) de limite que

explicitam, nao esteve relacionada a um nicleo com estipulacdes locais de limite.

6.5.2 Solugoes escritas de problemas

Sao problemas que foram feitos por estudantes das turmas observadas,

como atividades normais de sala de aula ou em meio a avaliagdes.

ATIVIDADE 1

Um depoésito de farinha esta furado no fundo. por onde estéio escapando. a

cada minuto, ' avos da quantidade de farinha existente no depdsito.
180

Inicialmente a quantidade de farinha era de 800kg.
(1) Quantos kg de farinha ¢scapardo em 5 minutos ?

(2) Faga um grafico da quantidade de farinha no depdsito em fungéo do tempo.

Problema 1 - escrito (PT-E}

* Por exemplo: “Seja f definida em um intervalo (c, ). A afirmagio lim f{x)= L significa que, a todo
T—a

= >0, corresponde um numero positivo N, tal que | f(x) - L; <& paratode x > N” (Swokowski, 1983,
= 164).
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Participaram desta atividade de resolucdo do problema P1-E: 50 alunos

l de Calculo | de uma das turmas observadas.

| A sugestao de proposi¢ao deste problema foi feita pela pesguisadora ac
'\ professor da referida turma, que o incluiu entre as atividades de uma aula. As

solugoes foram escritas individualmente.

Classificagdo em reiacao as categorias:

Cerca de 56% dos alunos resolveram P1-E através da regra de trés direta,
omo se a taxa fosse constante e independente da quantidade de farinha no

1epdsito. Como podemos observar na solugao (81 P1-E, de um desses alunos):

s1 P1-E
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Qutros 20% dos alunos resolveram P4-E considerando a razéao da
quantidade de farinha variavel minuto a minuto, descontinuamente, apesar de as
vezes esbog¢arem graficos continuos da quantidade de farinha em relagao ao
tempo (em resposta a segunda parte do problema). Como pode ser visto na
solugao sequinte (s2 P1-E):

Apenas 2% dos alunos escreveram uma solugao para P1-E na qual consta
.ma equacdo diferencial, varia¢go da quantidade de farinha em relacédo ao
‘empo, para depois proceder aos calcuios por integragao, conforme a solugao

seguinte (83 P1-E):



Cuja sclugao _ parciaimente correta, devida ao equivoco(?) cometido com
a fra¢ao 1/200, escrevendo o tempo todo 1/120, e o sinal negativo que coloca ao

comegar a usar a exponencial, o qual teria que ser colocado s6 no expoente

(%!+C‘), mas que desaparece no final _ também tem a segunda parte, a

respeito do grafico, de modo coerente com o obtido na primeira a respeito do

escapamento da farinha.

Portanto, podemos dizer que 76% (56%+20%) dos alunos tém suas
solu¢des baseadas em calculos algébricos-numeéricos, na categoria alg-func,
enquanto que apenas 2% usa integracao, ou seja, podemos classificar suas

solucdes na categoria integr.

Quanto aos outros 22% dos alunos restantes, parecem nao ter entendido a

questdo, ou ter entendido outra coisa, pois tentaram também solugdes do tipo
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algébricas-numéricas, sO que sem uma coeréncia aparente de conducdo a partir

do enunciado.

Andlise em relacao ao MTCS:

Embora os alunos da segunda faixa porcentual (20%) tenham produzido
significados a partir de estipulagdes algébicas-numéricas (“retirar uma fragao,
1200, de determinada quantidade de farinha”) assim como os da primeira faixa
158%) que apresentaram solugdes usando regra de trés, alguns da segunda faixa
codem também ter pensado em relagdo a uma estipulacdo local numeérica a
respeito de taxa de variagao (razédo entre duas quantidades, constante minuto a
minuto, ou seja, a unidade de variagdo da variavel independente _ tempo _ € 0

mnuto).

Os 2% dos que trabalharam uma solu¢ao de P1-E a partir de uma equacao

diferencial, taxa de variagdo como derivada, propriedades das fungdes

axponecial e logaritimica, regras de integracéo, calculos algébricos-numéricos e
grafico, certamente produziram significados a partir de diversos nucleos que
sermeiam o pensamento diferencial e integral. Onde a cada sentenga afirmativa e
suas justificagdes (muitas nao explicitadas atraves da escrita), se pudessem ter
sido captadas lentamente por etapas, poderiam nos mostrar mais do que uma
crodugdo:
B em um CS de algoritmos (por exemplo, “taxa de varia¢do instantanea &
derivada”, na primeira linha da solugdo apresentada _ s4 P1-E -_ ou

pelas regras de integragdo imediata, como da segunda para a terceira

linha da mesma solugao);
® em um CS visual-geométrico (através dos graficos feitos);

W em relagdo a estipulagGes locais funcionais e aigébricas (como as das

ultimas linhas da solugdo s4 P1-E).

Além disso, a analise a partir do MTCS nos permite olhar para certas
solucbes (da faixa dos 22% de erros incoerentes, e poder ver o quanto por

2xemplo, na solugéo a seguir apresentada, o aluno esta fixo em um CS de
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aigoritmos (esquema de notacdo), onde “taxa de variacdo instantanea é derivada,
g derivada € afgo do tipo F'(x), uma funcdo em x ", ndo /he permitindo perceber a
.ariacdo da guantidade de farinha em relagac a outra variavel, o tempo (dF/dt),
zmbora até faga a integral definida de 0 a 5 minutos, e o grafico (conforme pedido

-0 enunciado, da quantidade de farinha em relacdo ao tempo)
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ATIVIDADE 2

Os problemas P2-E, P3-E ¢ P4-E, cujas solucbes analisamos a seguir,
integram uma mesma avaliacdo individual elaborada pelo professor de uma das trés

turmas observadas de Calculo I, da quai participaram 48 alunos.

Problema 2 - escrito (P2-E)

questdo

Um movimento te equagiio s =t° ¢ se realiza entre os instantest =0 e t = 2,

a) Em que instante a velocidade (instantdnea) desse movimento € igual a
velocidade meédia?

by Em que instante a velocidade (instantdnea) desse movimento € igual 3 média
das velocidades?

Analise:
Obtivemos os seguintes resultados sobre P2-E em felagéo ao MTCS:

1. trinta e nove dos estudantes apresentaram soiugbes a partir estipulagdes locais
algoritmicas (regras de derivagao) e aigébricas-numericas (calculos algébricos),

dos quais dezessete resolveram corretamente;

2. dois estudantes tentaram solugGes a partir de estipulagdes algoritmicas (definigao
de derivada pelo quociente de Newton) e  algébricas-numeéricas (calculos

algébricos), mas se confundiram nos caiculos;

3 um estudante apresentou solucdo relacionadas, predominantemente, a
estipulagOes visuais-geomeétricas {retas tangentes e secantes, coeficiente angular,

grafico, e medidas aferidas visualmente pelo grafico).

A seguir expomos duas dessas solugdes para o item a) de (P2-E), sendo que
a primeira (s1 P2-E) é uma das solugdes (entre as trinta @ nove) em 1., & a segunda
(s2 P2-E) em 3.
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questio |
Com dados retirsdos dos graficos de f e """'L— .
de g 20 lado: |
3} determine  aproximadamente o t
coeficiente anguisr da reta tangente ao '
grifica da funcio produto f.g no ponto de 1 |
abcissa x = 3; i i
b) escreve a equacdo dessa reta tangente. | : |
|
1 A
| -

Problema 3 - escrito (P3-E)
Obtivemos os seguintes resultados scbre P3-E:

1. Vinte e sete dos estudantes trabalhando a letra a) da questao, parecem ter
pensado em relagcdo a estipulagbes locais visuais-geométricas e algébricas-
numéricas, uma vez que temos, em seus procedimentos, fragados de retas
tangentes aos graficos de f e g na figura dada e medidas tomadas, a partir desses
tracados, para encontrar os coeficientes das retas tangentes, sendo que, desse
modo, 10 dos estudantes calculam com uma aproximagao razoavel os valores de f

(3) e g'(3). Além disso, nove deles tomam o algoritmo
{(fg)' (x) = f'(x).g(x) + f(x).g '(x) para calcular o valor de (fg)' (3),
conforme mostra a solugao (s1 P3-E) de um desses estudantes.
2. Um dos estudantes calcula (fg)’ (3) (sem usar algoritmo) em relagao a
gstipulagfes locais geometricas, esbogando primeiramente o grafico da fungao
produto fg por valores tabelados a partir da figura dada, e entao calculando o

coeficiente angular em x = 3 no préprio esbogo grafico, conforme sua solugéo (s2
P3-E).










P4-E

questdo

Pela defini¢dio de derivada calcule a derivada de f(x)=3/10x -3

Analise
Obtivemos os sequintes resultados em relagéo ac MTCS:

1. Seis dos estudantes, dentre os quarenta que tentaram resolver, ignoraram
a orientagao do enunciado e apresentaram solu¢des a partir de regras de derivagéo
diretamente (estipulagdes algoritmicas) sem justificacao escrita (talvez por facilidade
e costume no manuseio das regras, talvez por nao recordarem a defini¢do, ou

mesmo por displicéncia com o enunciado).

2. Dos trinta e quatro estudantes que partiram da defini¢do, observamos gue

Sx+h)-f(x)
h

alguns fizeram desenvoivendo pelo l».iné enquanto que outros partiram
—

(- f(x)

do quociente
{r—x)

fazendo t=x depois de simplificar, sem escreverem a

respeito de limite (vide solugdo s1 P4-E de um desses estudantes). Contudo, mesmo
0s que tomaram © primeiro desses algoritmos envoilvendo imite, ndo parecem ter

pensado a partir de estipulacées de limite, e sim, de esquemas de resolugdo, em

relacdo portanto a estipulagdes algoritmicas e, talvez, em relagao a estipulagbes
algébrico-numeéricas em algumas passagens de seus caiculos. Isso € mesmo
reforcado na solugdo (s2 P4-E) que exibimos, na qual podemos notar gue na
antepenuitima linha o estudante faz o cancelamento de h por h e também o
cancelamento dos termos 10h (fazendo h=0, provaveimente) e que mesmo assim

escreve na penultima linha, antes do quociente o termo lim, como fazendo parte da

k0
referida notagdo, mas sem qualguer outro sentido matematico aparente até a

resposta final.




265

-a?ma 723 campa

e
—_—_— - - — = T
—— e e
e ——— -
— ———
—
B —_—
—— - = —_—
- -
[— —_
—_—— e

s2 P4-E



iz ) 266
d‘ow?m de ‘é’rxuyﬁo

ATIVIDADE 3
O problema P5-E cuja solugdo analisamos a seguir, esta entre seis problemas
de uma avaliagao individual elaborada peio professor de uma das trés turmas

observadas de Calculo |, da qual participaram 53 alunos.

{Entregue csta folha.)
questio

O diagmma mostra o0s graficos de um
movimento uniforme AB e de um
movimenio variado CDE,

a) Caleuts  (aproximadamente) =
velgcidade do movimento variado ds 3
horas. a

b) Em que instantes os dois movimentos
tiveram a mesme velocidade? |

|
PS-E
Analise

Todos os estudantes tentaram resoiver a questao em rela¢do a estipulagdes
locais visuais-geomeétricas (inciusive de velocidade instantanea em um ponto como
declividade da reta tangente neste ponto) e algébricas-numeéricas, conforme tambem
nos parece sugerir (por significados que produzimos) ¢ proprio enunciado da

questdo.

Dez dos estudantes resolveram o problema corretamente, em s1 PS5-E

mostramos uma dessas solugdes.

Dezesseis deles confundiram espago com velocidade, tomando os valores
pedidos a respeito de velocidade como sendo as ordenadas (em quildmetros)

diretamente na figura dada.
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Um estudante, depois de encontrar a veiocidade pedida as 3 horas (item a)),
calcula a velocidade instantdnea em alguns valores inteiros de t, seguindo com sua
estipulagao local visual-geométrica de velocidade instantanea a partir de tragados
de retas tangentes ao grafico nos pontos correspondentes (o que podemos observar
por seus tragados na figura dada) e, em uma generalizagdo prematura,’ conclui que
0os dois movimentos nac tiveram a mesma velocidade em nenhum ponto (veja

penlitima linha de s2 P5-E).

A Impressao que temos € a de que ele olhou para os valores obtidos, e para a
propria velocidade como algo numericamente discreto, que deveria ser igual a
velocidade do movimento uniforme AB em algum dos valores inteiros de t. Portanto,
esse estudante, nesta atividade, parece nao ter pensado em relagao a estipulacdes
aigeébricas-numéricas a partir de numeros reais ou de qualquer nog¢ao envolvendo
continuidade da velocidade em funcdo do tempo (mesmo que graficamente), uma
vez que calcula corretamente em t=2 a velocidade v=0 e em t=3 a velocidade vx15
(item a)) e escreve, apesar disso, que a velocidade do movimento variado CDE em

nenhum instante foi de v=2.

-1

——

" Tommy Drevfus (1991, p.35) diz que : “Generalizar ¢ derivar ou induzir de particulares. identificar
Sfamiharidades, expandir dominios de validade.” No caso acima chamamos de “generalizagdo premutura”™ pelo
fato de que ¢ aluno induz de particulares valores a “todos’. onde o todo ¢ uma totalidade real, ndo pesquisada ou
refletida em suas particularidades proprias.







: ; 9
.'7'9 gt P 'ﬂﬁ'ﬂm}ﬂ’ﬂ 26

ATIVIDADE 4

O problema P6-E cuja solugao analisamos a seguir, faz parte da avaliagdo individual

eiaborada pelo professor de uma das trés turmas observadas de Calculo |, da qual
panticiparam 45 alunos.

{Entregue esig (otha )
questéo
A figura mostra 2 irajetoria de uma particule que se move no plano xy com equacdes hordrias
W)= Ni-2
W=t =28

Calcule o coeliciente angular da reta tangente & Urajetons quando a particula passa pela ongem, ou
scja, quande x =0, y=90, 1=5

a) com valoses aproximados, 2 pastir do gratico;

b} pelas regses de desivagio, a partir das farmulas.

Analise

Todos os estudantes resolveram o item a) da questdo P8-E em relacao a

estipulacbes locais visuais-geométricas e algébricas-numéricas, tragando uma




tangente em t=5 e calculando sua declividade por medidas graficas, segundo o

enunciado.

Entre as solugdes para o item b) encontramos: 50% por regras de derivagao

. . Yy dt : .
aplicadas na férmula e ﬁ (veja solugao s1 P6-E); 2% por regras de
: _ { "{
derivacdo juntamente com a regra de L'Hospital, Q# lim ) = limM
dx s glx} s g(x)

{veja

solugao s2 P6-E).

Portanto, neste segundo itemn, podemos dizer que os estudantes ao resolvé-io
embora tenham todos pensado predominantemente em relagao a estipulagdes locais
algoritmicas (inclusive em termos do limite), houve variacdo dos esquemas e das

regras que as constituiram.

s1 P6-E
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ATIVIDADE 5

O problema P7-E, cuja solugdo analisamos a seguir, faz parte da avaliagao
feita em grupos de trés ou quatro alunos cada ¢ elaborada peio professor de uma

das trés turmas obsetvadas de Calculo |, da qual participaram 44 alunos.

questdo

O proprictdrio de um laramal estima que, plantando SO laranjeiras por
hectare. cada arvore produzird 600 laranjas por ano. Estima também que,
para cada &rvore, a mais, plantada por hectare, havera um decréscimo de 12

laranjas por ano por arvore. Quantas Arvores deve plantar para gue a

colheita seja maxima?

Anaiise

Das treze solugdes entregues (uma por grupo, abrangendo quarenta e um
alunos) temos seis em refagdc a estipulagdes (ocais algébricas-numericas
(operagbes numéricas, funcdes etc) e algoritmicas (esquemas de célculos, regras de
derivada etc), como a solugao(s1 P7-E) mostrada a seguir, das quais metade

wtalmente certas.



3
-1
L 5]

Entre as demais, temos uma solucdo (s2 P7-E) que se diferenciou por ter sido
elaborada a partir de um grafico (estipulacao visual-geométrica) e considerando, nao
o numero total de pés de laranja (como representada pela variavel x de s1 P7-E),

mas o numero de laranjas por hectare (olhando para um hectare) _ o que, apds 50

pés, pode ser representada pela equacao
y=600-12 (x - 50),

que podemos notar como parte da equagao f{x) = x [600 - 12 (x - 50)]
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usada pelos alunos em solugdes semelhantes a s1 P7-E, porém so no modo grafico

na 82 P7-E. Além disso, nessa segunda soiugao mencionada, os estudantes se

relacionam a estipulagdes numéricas em meio a um raciocinio légico, expresso a

partir de linguagem mais quotidiana.
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8.5.3 As entrevistas

A técnica de entrevista para a coleta de dados foi escolhida com o objetivo
de continuar a investigar os pontos discutidos sob as outras técnicas. Optamos
por entrevistar uma aluna _ que particularmente teve uma experiéncia em mais de
uma disciplina de Caiculo e em diferentes cursos _ e quatro professores que
estavam (naquele ano) trabalhando com pelo menos uma turma de Caiculo de
alunos recem ingressos na universidade, para obtermos diretamente alguns de
seus discursos. Essas entrevistas individuais transcorreram em um clima informal,

centradas no ensino e aprendizagem a partir do Calculo.

Devemos lembrar que, existe todo um conjunto unissono de gestos,
expressdes, entonagdes, hesitagdes, que nao se consegue captar nas expressdes
da fala verbalizada (transcrita), por isso, as vezes, acrescentamos comentarios
(entre colchetes) durante a transcricdo. As entrevisias filmadas permitem guardar
um pouco mais dessas nuanc¢as e, portanto, foram particularmente Gteis nas

analises.
Falas:

Sempre que houver interesse ou que julgar necessario, o leitor podera
remeter-se as transcri¢bes das gravacdes das entrevistas que encontram-se no
Anexo 1.’ Aqui, apenas citamos aiguns trechos imprescindiveis aoc entendimento

e construgao de analises das atividades.

ATIVIDADE 1

Entrevista de uma aluna de Calculo | _ curso de Matematica _, ex-aluna da

Engenbaria, pela pesquisadora.

" A divisao (em partes) em cada uma das entrevistas. conforme encontramos no Anexo 1, foi feita
posteriormente para facilitar a localizagdo de referéncias s mesmas durante a analise. Assim, para demarcar
as talas. usamos a tetra “P" para indicar a parte e o simbelo “§” para indicar o paragrafo, respectivamente;
por exemplo, (17 P., 7°8) indica uma fala que estd na 1° Parte e no sétimo paragrafo.

Além disso. os parénteses na forma {...) marcam cortes que fizemos na transcrigio das falas, ¢, os escritos
entre colchetes sdo comentarios nessos.




o 276
.%ngéa de "é'nmﬁw

Conforme Anexo 1, entrevista n® 1, a aluna enirevistada € denominada

(para fins desta pesquisa) por Tan e a entrevistadora {pesquisadora) por O.
Analise:

Podemos notar que o tema central da entrevista gira em torno de maneiras
diferentes de se ensinar e aprender um mesmo enunciado (no caso, contetdo
programatico) relativo a disciplina de Calculo. Certamente que, por ndo ser um
mesmo curso (que a estudante Tan havia cursado), com objetivos distintos
(inclusive referente a parte de Matematica, que para o curso de Engenharia é
considerada uma ferramenta e para o curso de Matematica, o central) e natural
que existam diferencas. Contudo, nao sao essas diferengas de objetivos, de
cursos, de metodologias pessoais, de didaticas do professor, de livros-textos e
outras mais _ dentre as demandas em geral (sob e para as quais 0s estudantes
respondem) _ que nos interessam discutir, no momento, mas sim, © que elas
provocam em termos das enunciacdes a partir do Caiculo e as conseqiientes

mudangas no modo de producao de significados.

Por exemplo, € evidente a produgao diferenciada de objetos denominados
‘derivada” e “integral’ pela estudante Tan, quando ela fala do que aprendeu sobre
Iss0 nos cursos. No curso de Engenharia, ela demonstra té-los produzido em

relagdo a estipulagdes algoritmicas (regras e esquemas);

“Tan _ .. o importante era vocé saber denvar e integrar, saber usar as regras
de denvagao (22 P., 2° §).

“[A aluna pega o livro adotado na Engenharia e...mostrando diz:]

Tan _ No inicio do livro ja aparecem regras e formulas [constato] para
desenvolvimentos algébricos {sdo regras de potenciagado, identidades tngonomeétricas,
notagdo de intervalos...}

O _ E ja aparecem lodas as regrinhas prontas, as rmais usadas no fivro vemn
em quadradinhos coloridas, explicadinhas.

Tan _ Hum-hum.

A gente comecou primeiro com uns limites basicos [mostra uma lista com
alguns limites de fungdes, bem elementares] e depois fomos para denvada. Ai da a

definicdo por limite e ja passa para todas as regras prontas’ (3* P., 18%21°§).
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Ademais, nesse Uitimo trecho de fala, podemos notar que o proprio livro
texto {como a pesquisadora observou pessoalmente) embora contenha
enunciados a respeito da definicdo de derivada por limite do quociente de Newton
e de integral por limite de soma de Riemann, a partir do qual pode-se produzir
significados em relagdo a outras estipuiagées locais (como de limite ou visuais-
geometricas), o destaque é feito as regras de derivagao, que juntamente com
outras demandas {como autoridade do professor e sucesso nas avaliagées)
integram o processo de produgido (para um leitor nas condigbes de Tan) de
significados e de justificagdes de conhecimentos em relagao, predominantemente,

a um nucleo de aigoritmos.

Esse modo de produzir significade era tao prioritario (peio menos, ao se
tratar de derivada e integral) que a propria Tan reconhece a impossibilidade que

tinha de produzir significados de outro modo.

Acho que a gente até estudava inclinagdo, ponto de maximo e
minimo...mas para resolver usavamos as regras. Mas também se o exercicio mudava
um pouquinho... ninguem conseguia fazer mais nada. Eu ndc conseguia mais.. Se
tinha uma coisa um pouquinho diferente a gente ndo conseguia mais ligar com a

regra’ (22 P., 4°§).
Enguanto que na Matematica:

“Tan _ Ah!! Na Matemadtica eu peneil Porque eu ndo queria aceifar aquilo. Por
que que eu tenho que ficar enteridendo fazer por limite, por isso, se eu sei ja denvar e

integrar? (22 P., 6°§)

“Tan _ Ah!! Entdo o Calculo que eu fiz na Matematica, foi tudo por Ax, por
particdes...por dx..., vocé vai dividindo ao maximo, coisas assim...fgesticula com dois
dedos bem proximos, encostados].

O _ Essas coisas, esses objetos vocé ndo tinha constituide no curso de
Engenhana?

Tan _ Ndo. Por isso for dificift Eu ndo entendia porque tinha que fazer umas
“coisinhas"” tdo dificeis, achando que ja sabia muita coisa, porque que eu tinha que ir

pelo mais dificil se eu sabia mais facit?’ [...](3% P., 10°-12° §)

Em cujos discursos, observamos a dificuidade de Tan para passar a
produzir significados e objetos para 0 processo de derivagdo e integracdo em
relagao a outras estipulagées locais (como algébricas-numeéricas ou de limite)

distintas de regras e esquemas anteriores.
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O que precisa ser compreendido € que objetos como derivada, diferencial,
integral, limite ou qualguer outro que Tan tenha produzido, foram bem diferentes
(diriamos, “uma outra coisa”) conforme as estipulacdes locais eram integrantes de
um nucleo do tipo algoritmico, de limite, ou visual-geométrico. Em outras palavras,
nao sao modos diferentes de se “falar de um objeto” (que existiria a priori), mas
sdo modos diferentes de se falar (responder as demandas), de produzir objetos,

que podem ou ndo ser relacionados.

No trecho de sua fala:

“Eu acho que vocé entender 0 que é a derivada, isso €& melhor do que saber
aigortmo. Porque entdo vocé resolve qualquer um sabendo alguns poucos. Agora que
eu vejo. Se el sei por exempio alguns..., MESMo Se eu esquecer outros, eu sei como
fazer. E mesmo posso, se esquecer derivada, pensar como fazer peia reta fangente e

reconstruo todo a processo, e fago” (3% P., 6° §).

ao pronunciar a ultima frase, embora a entrevistada afirme como benéfico
produzir derivada em relagdo a estipulagbes visuais-geométricas, indicado por
“.. fazer pela reta tangente .”, novamente demonstra s6 admitir derivada como uma

regra {estipulagado local algoritmica), pois diz: “...posso, se esquecer derivada, pensar
como fazer [construir o algoritmo) pela reta tangente e reconstruo todo © processo...”, Nao
admitindc derivada como sendo a declividade (ela mesma) de que fala, mas faz
da declividade um meio de chegar até o que considera como derivada (um

algoritmo).

Ao falar sobre “reconstruir o processo’, talvez Tan possa tambem ter
pensado a frase, “...fazer pela reta tangente...”, @ partir de uma nogac de limite _ se
pensou na declividade de uma reta tangente que é limite de retas secantes ao
grafico da fungdo na vizinhanga de um certo ponto _ ou ainda, de estipulagtes
locais infinitesimais, tomando, em uma ménada de um certo ponto, a reta tangente
coincidente com o grafico da fungao, sao hipoteses que nao temos como
asseverar (pelas falas transcritas) qual ocorreu, mas que cabe realga-las como

possiveis.
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ATIVIDADE 2

Entrevista de um professor de Calculo | _ turma do cursc de Matematica _

pela pesquisadora.

Conforme Anexo 1, entrevista n® 2, o professor entrevistado € denominado

(para fins desta pesquisa) por Joi e a entrevistadera (pesquisadora) por O.

Analise

Temos boa parte no comego da entrevista em que o professor Joi aborda
algumas “nogées fundamentais” (segundo considera), como as de sistema numérico e
fungdes, falando desde o inicio em uma maneira informal de ensinar, na qual
demonstra constante produgdo de significados em relacao principalmente a

estipulag¢des locais visuais-geométricas.

“Inclusive, vocé mostra que faz isso ai... né? se vocé representar na reta os
racionais entdo . ela ndoc é coberta por todos 0s racionais, né... Por exempio, ai pode
construir com regua_e compasso, fazer construcdo geométrica simples... né? e vocd
chega que 0 V2 ndo é... ndo é... racional (ao mesmo tempo: O _ Racionall) Ele... tem
um espacinho pa reta numeérica reservado para ele, efe nao & racional e... ele
sequinte... efe val ser colocado, né... entdo, ele vai ter uma representacdo 14 na reta

numérica. Entdo, os racionais ndo cobrem a reta toda’ [grifo nosso] (12 P., 19°

$).

“Por exemplo, grafico, nés definimos, nos desenhamos alquns graficos... mas
vocé ndo explora, fatos mais assim... mais especificos sobre fungao” [grifo nosso)

(27P., 2°8).

A seguir, notamos sua preocupacgdo com o fato dos estudantes sentirem
mais dificuldade em representar matematicamente uma fungdo, uma vez
produzidos significados para um texto escrito em linguagem quotidiana (da o
exempio: "considere a fungdo que a cada numero associa 0 seu dobro”), do que produzir
significado de fungdo como uma correspondéncia (em relagédo a estipulagbes
numericas-algébricas), quando o texto ja esta caracteristicamente simbolizado
(ix) = 2x , ¥x ¢ R). Sabemos que essa alternancia e transposicdo entre

linguagens nem sempre & simples; no caso, alem do entendimento de cada uma
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delas, também ha a modificacio e introdugdo de novos simbolos graficos

(proprios da Matematica).

A medida que trabalham essas nogdes fundamentais (nesse curso,
segundo Joi, ha um trabalho intensivo nas trés primeiras semanas) os estudantes
interagem mais com a linguagem a ser usada, aumentando o dialogo formativo __
quando as estipulagbes locais relevantes estao sendo compartilhadas pelos

sujeitos _ e a produgdo de significado no sentido matematico requerido.

“Certo. Isso ai é bem importante no seguinte sentido: voce..., se envolve com
os alunos. Eles tambeém formam um grupo bom, porque eles se relacionam bem,
porque eles. . estdo envolvidos o dia todo com aquifo, percebe?! Nio é so com... Por
exemplo, nos primeiros 3 dias vocé val falar sobre fungdo ou sobre sistema numerico,
emio & s6 aquilo. Percebe?! Entdo todos estdo falando a mesma linguagem, a
mesma cojsa, Entdo cria um relacionarmento _ isto é o que percebernos _ bom entre

eles. Alias, eles ficam muito barulhentos” (32 P, 2° §).

Pelo discurso do professor entrevistado observamos que pessoaimente ele
opta por produzir significados e objetos centrais, no ensino de Calculo, em

relacdo a estipulagdes locais de limite:

“E uma opgdo. Eu ndo sei... eu acho assim natural, desde que tudo € limite,
né? se vocé pensar em continuidade, é um processo de limite, integral é um
processo também de limite, como a gente encara no Calculo, né?! A integral como
iimites de somas... soma superior, soma infenor, isso val ver mais pra frente. Entéo
desde que tudo... se reduz a limite, entdo eu falei: ‘bom..., acho melhor a gente

comegar por aqui'” (5% P., 8° §).

Teodavia, na pratica, como ele mesmo afirma, trabalha bastante a idéia de
limite intuitivamente, sem usar a definicdo por ¢ @ 5. Nessa fase, a produgao de
significados a respeito de limite € a partir de um nucleo com estipulagdes visuais-

geomeétricas, confarme suas falas:

“Foi tudo graficamente. Para certas fungoes, se ela e continua... eu fana o
grafico... aqui por exempio, .. entdo, quando x se aproxima do ponto p, veja
graficamente vocé vé que f(x) se aproxima do [. Entdo foi feito . a idéia de
aproximagéo, foi explorando geometricamente” (52 P., 18° §).

“Joi _ Escrevemos inclusive. £ o anico nimero que envolve o que: se x se
aproxima do ponto p, entdo os valores da funcdo f(x) devern se aproximar daquele
numero. Quando existir o namero... € unico, né?! Ai entdo... o limite e aquele

Q _ £ ai quando eles chegam em limite infinfto, por exempio?
[
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Joi _ Ndo, ndp é numero. Ai.. essa parte de limites infinitos ndo, ndo
tratamos ainda. A gente ta falando mais em fungdo continua, derivada. Quando eu
chegar no esbogo grafico de fungéo, fungdo definida na reta, af entédo eu vou chegar
nos fimites infinitos. Quando um ponto ! tende para + =, tambeém.

Mas, ai vocé expiora... acho que ndo tem problema também, vocé pode
explorar isso ai dizendo o sequinte: quando x lende para + «w.. observe ©
comportamento da fungao, ela pode ...0s valores podem se aproximar de um nimero
fixo, ta certo?! De um forma até... graficamente vocé tira também x... a nogso deie,
essa idéia.

()

Certo. Exatamente, aqui vocé ndo precisa dizer qual é a expresséo que...
como & a fungdo. Mas, pelo aspecto do grafico, ele é capaz de definir... de discernir se

existe ou ndo limite. Como nesse caso aqui que ndo tem... isso é perfeitamente...” {62
P., 2°§ e 6°-8°§).

Ao discutir o processo de como trabalhar a definigdo de limite (veja 72 P,
19-21° §), Joi produz significados em relagdo a um CS cujo nicleo contém
estipulacdes locais de limite e comenta sobre as dificuldades do seu ensino e
aprendizagem. Entre essas dificuldades, destacamos a mudanga {(nem sempre
conseguida pelo estudante) de uma produgao de significados e objetos em
relacao a estipulagdes locais visuais-geométricas _ em um movimento dinamico
geomeétrico a respeito da nocao de limite _ para uma produgdoc em relagdo a
estipulacdes locais de limite _ em um relacionamento estatico dos quantificadores

pela definigao formal,

O entrevistado frisa o fato de que a definigao de limite, continuidade e
derivada sio relativas a um ponto, sendo que continuidade e derivada sao
posteriormente estendidas a intervalos. Ao insistirmos sobre as nogoes “préprias™
que os estudantes trazem, ele reafirma um fato demonstrado também em nossa
pratica, de que essas no¢des “proprias” nem sempre se harmonizam com a
requerida pelos professores. Por exemplo, citamos {durante a entrevista} o caso
da continuidade, no qual, o modelo alternativo (proprio} do estudante €
relacionado, de modo geomeétrico, a uma linha continua, enquanto que o

professor, embora faga graficos de fungdes continuas e descontinuas, exige

A palavra prdprig aqui é colocads para designar o significado titeral produzido peios estudantes em meio
as suas praticas sociais anteriores (inclusive escolar). {Veja adjetivos com significados literais semethantes
em Commu (1983). em Williams {19913} e em Walkerdine {1988)).

=
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continuidade a partir de uma defini¢do pontual (como na definigdo matematica

formai);

“Joi _ Ahl Sim, ndo, ndo. Mas ai quando se fala em continuidade, ¢
continuidade no ponto.

O _ Noponto a.

Joi _ No ponto a, é claro!
O _ E limite tambem?!
(...}

Joi _ Olha, inclusive eu friso bastante durante... vocés observern O segtinte
quando nos falamos em continuidade, quando nos falamos em denvada, entao vocé
fala que uma fungéo tem derivada, ela é continua no ponto, ta cerfo?!

)

. Entao, vocé define a nogdc de limite, de continuidade, de derivada, no ponto.
E pontual.

fand
Joi _ No ponto. Claro todas as definigdes. ..

O _ Agora, a hogdo dele falunoj], que traz de continuidade e do grafico, ampla.
Joi _ Certo.
O _ Essa ¢ a diferenga que eu estava colocando.

Joi _ Cerlo. Agora quando... Q que significa ela ser continua num intervalio
aqui? Emtdo, ai vocé pode... geometricamente o grafico tem que ter um aspecto

semelhante a esse ai. De uma... uma... linha. Ta certo?’” (82 P., 2°-7° § e 13°%-

1795
Sobre a nogdo pontual de limite, a fala gira em torno de “ter um valor™ de
“ser um namero”, mesmo no caso de limite infinito. Ora, se estamos pensando a
partir de estipulagdes locais numéricas (conjuntos de numeros), como explicar
(para os estudantes, a partir de seus significados proprios) algo ilimitado, infinito?
Claro, assim como no discurso de Joi, 0 modélo “potencialista”™ se adequa,
juntamente com uma interpretagdo dindmica de variavel, antecedendo a
“transposicdo numerica’® no uso da definicdo weirstrassiana de limite. Vemos,
portanto, uma producdo de significados em relacao a estipulagdes locais

numeéricas-funcionais:

’ Cf. SIERPINSKA (1987, p.385).
“ Cf. REZENDE (1994, p. 87).
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“O _ Eh... no caso de limite também que vocé pega por um exemplo pontual,
vocé disse que insiste no ponfo, no ponto né?! £ ai vocé vé limite no infinito... qual é o
ponto?

Joi _ Nao, ai ndo. Al se tem que... (sormiso) al... ai ndo tem ponlo, ta ceno?!

Al vocé estende a nogédo... € uma outra analise.

{..)

Joi _ E o limite ai depende dele, né?! Depende da fungdo, ta certa?! Pode
acontecer 0 seguinte, ou podena nio existir, ou poderia dar um namero real, ou isso
aqui tende a ser limite, dar um + ou - nfinito.

O _ Entdo o limite ai passa a ndo ser mais um numero, coma vocé tinha
escrito, "é um nimero”.

Joi _ O ponto limite, sim. N8o é um numero. AqQui nesse caso sim, o limfte é
um nomero. Agora, aqui ja ndo é mais um numero. Entdo, aqui se traduzina, qual
seria uma forma assim?! " {8% P, 18%-18° § e 22°-24 §)

“Q _ Ou seja, quando vocé fala ‘se aproxima' da idéia de que tem alguma
coisa ld e que ele ta se aproximando.

Joi _ Certo. Nesse sentido, da aproximagdo. Que ndo & o caso agui. Entdo
aqui devena tomar 0 cuidado de dizer: otha, estes valores aqui, eles crescem... com
esta frase agui ngs pretendemos expressar a seguinte idéia, a segurte idéia, que 0s
valores f(x) sd0 maicres que qualquer quantidade que vocé imaginar, desde que para
iss0 vocé escolha o x suficientemente grande. Entdo, € no sentido disso daqui..
sempre cresce, cresce mais e mars...

Por isso que a gente usa a linguagem f(x) tende para + ' {92 P., 19-2° §).
Ainda a respeito de limite, o professor Joi admite que os objetos
produzidos pelos alunos dependem da “énfase” dada _ diriamos, depende do
modo de produgdo de significados _ |, citando entdo a definicdo por e e d e a
visao geometrica intuitiva como sendo as que ele prefere, embora considere ideal

a primeira por ser matematicamente a definicao aceita.

“Porque no seguinte sentido, vamos Supor Gue 1o curso de matemaltica vocé
deu a énfase por aqui [def. de ¢ e 8] e Id [no cursc de administra¢do)j, por isso aqui,
[visual-geométnico de limite ] numa forma mais geometnca, intuitiva.

Se vocé colocasse, se eles dois forem colegas de republica, eles ndo véo
perceber que estio falando a mesma coss. Lot ceviers ev aoho Claro, vocé ndo
pode afimar porque, de repenle Vvoce € SUpreendiso com.. &le percebel
exatamente, essa sentenga aqui ele percebeu exatamente o que ela traduz. Mas eu
acho... claro, ¢ um sentimento, né?! Eu acho que eles ndo vao..” {10* P., 14°-15°

§)

De maneira analoga, pelas suas enunciagbes (112 e 122 P.), parece agir no
2nsino de derivada, tendo como objetivo a definicao em relagéo a estipuiacdes

ocais de limite. Pois, embora comece falando sobre inclinacdo de reta tangente
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pelo limite de retas secantes (partindo de estipulagoes locais visuais-geométricas)
e depois diga que pode usar a interpretagao fisica de velocidade, ele parece
considerar um cobjeto derivada como estando 1a (sendo dado pela definigae de
limite do quociente de Newton) enquanto que as demais nogdes sao usadas para

explorar essa definigido. Em suas palavras:

“0 _ Entdo o motivo, a motivagdo inicial seria por reta tangente.

Joi _E, denvada. E, eu sai por ai, ta certo?! UUma escolha, né?! Entao, depois
voee faz também usando a interpretagdo fisica, de velocidade... E onde também vocé

pode explorar a derivada, né?f” (112 P., 8° §).

“Isso ai sabem, entdo surge naturaimente esse limite agui. Af vocé fala: 6,
definigdo, esse limite eu vou chamar de derivada’ (112 P, 15°§).

Contudo quando questionado sobre a aprendizagem dos estudantes, diz:

“Qu as vezes vocé, nan... o que que é derivada de uma fungdo? Ele vai falar
que é o f '(a).

Eu falo: 6 gente, se vocé disser isso, vocé ndo disse nada, isso agui e um
simbolo. Agora, que significado que ele tem, ne?! Se vocé ja assimilou a ideia de
limite, entdo esse simbolo ele reflete... é este limite aqui. Ta certa?! Entdo por isso
que as vezes se vocé insiste, ofha a derivada ' ai vocé passa..., vocé esquece a

idéia e fica com o simbolo. Esse é o problema que as verzes..” (12* P., Gltimos
paragrafos).

ATIVIDADE 3

Entrevista de um professor de Calculo | _ turma do curso de Engenharna _

cela pesquisadora.

Conforme Anexo 1, entrevista n® 3, o professor entrevistado & denominado

(para fins desta pesquisa) por Assai e a entrevistadora (pesquisadora) per O.

Analise

Q professor Assai diz que trabalha com os alunos na segiéncia: nUmeros

reajs, intervalos, funcoes, graficos, limites, derivadas..., porque ele acha “funcional”
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(12 P, 7°§).° Porém, quando perguntado se nunca tinha pensadc alguma vez em

uma inversac de ordem nessa seqléncia, diz:

“Nao, também ndo. Eu acho que inclusive isso é consegiiéncia do... como é
gue eu vou dizer!? . .da cristalizacdo das coisas. Vocé aprendeu assim, os textos
normalmente frazem as coisas assim e a gente acaba se acomodando a essa

situagdo. Net?" (6% P, 6° §).
O que reforga as afirmagdes:

‘O desenvolvimento do Célculo em cursos onde a disciplina & obngatona,
pode ser descritc comp uma sequéncia de conteudos, exprossa pefa formula:
numeros reais —— fungbes —» limite —— derivada — integral’ {Baldino et al,

1996, p.295).

“ .. livros de Calculo vendaveis. constréi-se sobre uma pedra fundamental , o
conceito de limite, que €& usado para fundamentar os dois conceflos basicos de

derivada e integral” (Baldino, 1995a, p. 9).

Em boa parte de suas falas (a seguir, destacamos algumas) podemos notar
que Assai produz significados em relagdo a estipulagbes locais visuais-
geomeétricas e que isso deve acontecer de modo analogo quando, em sala de

aula, ensina a partir do Caculo:

"0 _ Viocé acha que eles tém idéia do que é um numero real?

Assai _ Nao sei se eles tém uma idéia, mas geometricamente eles sabem
como & que funciona.. em geral. [...]

Na reta ele sabe que, existem pomtos que nao sdo racicnais.. pelo menos isto

eu tenho notado nos cursos da engenharia que eu tenho dada.” (12 P., 12°-15° §).

“Véem. Sdu as que eles mais véem na verdade. Eles véem as fun¢des
trigonomeétricas também, mas de uma forma talvez mais decorada do que entendida.
Eles sabem, a fungdo de segundo grau sabermn que e uma parabola, mas eles nao tém
muito bem o dominic de como é o grafico dessa parébola ou como sdo os graficos.
Entdo eu acho que essa visao é importants. A funcdo escada ajuda muito quando
vocé estd trabalhando com limiles iaterais e tal...Entdo & uma fungéo simplesinha que
& te did uma idéia de de limites latgrais diferentes, ne!? Enrtdo ele ja vé

geometricamente encima daquilo” (22 P., §° §).

“Assai _ Ndo. Eu, a nogdo de limite é muito mais complicada do que a idéia
geométrica de denvada. A idéjia geomeétnca € muito mais simples, a de derivada. SO
que, na hora gue ele vai calcular, ele precisa saber calcular limites!

Q _ Ele ndo faz derivada sem limite? E isso?

Assai _ Eu acho que ndo. Quer dizer... fica dificil para 0 aluno fazer uma
derivada sem limite. Mesmo porque, quando vocé define a derivada, vocé define como

limite de deciividades” (22 P., 9°-11° §).

" Conforme dissemos anteriormente, usamos a letra *P" para indicar a parte € o simbolo § para ndicar o
paragrafo correspondentes aos da tradugdo da entrevista.
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“Quer dizer. ver de fato...quer dizer, acho que eles calculam o limite, eles térn
a idéia do que & que oles estio fazendo, porque eles aprenderam por ai , ne!?
E...vendo geometricamente como é que a coisa funciona, encima de graficos..” (3*

P.,12°§)

Quanto aos objetos gue caracterizamos como reiatives ao Calcuio, temos
mais algumas ohservagdes. Primeiro, conforme o professor diz, a idéla de limite
por ele trabalhada & s6 uma “nogao intuitva” e, ao falar dela, inicia por uma
produgao de significados em relagdo a estipulagbes locais visuais-geométricas
com a “nogdo de proximidade”, chamando atencgdo a um fato interessante, de que
“estar proximo” para o aluno, pode nao significar o mesmo que para o professor,
ac que acrescentamos, inclusive se pensam a partir da Matematica e ainda mais

se a expressao for “suficientemente proximo’ .

“A nogdo intuitiva é uma nogdo de proximidads, muito embora isfo seja uma
coisa mufio relativa, porque © gque & proximo pra eles ndo é proximo para a
matematica, né!? Pro alunc, vocé fala proximo, ele acha que proximo & é. . .basla ta
pertinho, nei? Mas matematicamente, o que visualmente estd proximo pra ele,
matematicamente pode ndo estar proximo ou suficientemente proximo. Entédo é uma
nogdo complicada, mas é encima disso que eu particularmente trabalho, com essa
nogdo de proximidade. Quer dizer, f{x) estara proxima de alguma coisa guando X
esta proximo de algum valor Entdo essa idéia é uma idéia bastante intuitiva, que é
por onde eu comego na verdade, pra depois fechar essa nogdo intuitiva com a
definicdo mais sofisticada de limite, embora ey ndo (rabalhe com ela dentro do
Calculo. Pessoalmente, eu acho que ndo ¢ o lugar para se trabathar a definigdo de

limite com ¢ e &, e outras coisas (32 P., 2° §).
“... Porque quando vocé fala “ se aproxima de”, na cabeca dele fem um
entendimento, mas na hora gue voGé comega a complicar as coisas e comega a
cofocar uns buraquinhos no meio, ne!? De modo que o “se aproximar de” j& ndo,
comega a ndo bater com a idéia de estar perto, que ele linha la, ai vocé comega a
complicar, entre dois racio.._entre dois reais vocé tem, entre dois irracionais vocé tem

um racional, e entre dois..., isso ai néo bate muito bem pra eles’ (4 P., 10° §).

Continuando as suas enunciagdes a respeito da nogdo de himite, Assai
elaciona-se a estipulacdes locais do tipo algébricas-funcionais ao referir-se as

operagoes algebricas (“algebrismos™):

*...Porque o que acontece normalmente & que os problemas tantc de limite
como de derivada. que nac deixa de ser problema de limite, acabam & se
transformando num prablema de vocé pegar uma indeterminacdo, de uma maneira
geral, e transformar pra uma expressao gue seja uma expressao continua, através de
algebrismos. EntSo, guer dizer, uma vez gque ele percebe que, através dessas
operagbes aigébricas, eile acaba transformando ou saindo de uma indeterminagéo e
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obtendo uma expressao que é uma expressdo continua, ele ja sabe que o iimite daquela
expressdo é o valor da expressdo no ponto, e dai ele vai. E...o que é complicado & vocé
falar em derivada ou em limite, eu acho, sem chamar atengao para esses pontos. Quer
dizer, por que que em um determinado ponto eu tenho que fazer um conjunto de
aigebnsmos e, a partir de um certo ponto, eu simplesmente substituo o valor.. que se

propos?' (32 P., 4° §).
Segundo, é sobre a nogdo de diferencial. Ele diz que fala em diferencial
“usando © conceito de forma bilinear [...] acaba sendo uma fungdo, de duas variaveis ",
oroduzindo significados em relagdo a estipulagdes locais algébricas-funcionais,

dy = f (x) dx. Contudo, chama a atencao de seus alunos nos seguintes termos:

“... diferencial ndo é nada daquilo que a gente vai fazer, porque o que se usa de
diferencial, na verdade, & definir dy/dx como varnagdo de y sobre a refa tangente, ou
sefa, € um valor aproximado de Ay, da vanagado da fungdo, entdo é isso que ele vai usar
ali, e nada mais que isso, na verdade [...] MNa verdade o que acontece é que eles
[referindo-se aos livros de Calculo] acabam fazendo com que o limite de “A™ seja
o “d", basicamente é isso. O limite de um Ay é um dy, o limite de AA & UA, eles quase
que... intuem ao aluno essa idéia, obrigam © aluno a pensar assim, onde vocé fem “A”, e
vai calcular o limite, vocé substitui por “d”; que é a histona do fimite de Ay/Ax ser dy/dx
que é a denvada da funggo’ (52 P., 5° e 6° §).

Portanto, o que tudo indica € que seus alunos devem entao produzir
significados {na demanda do interlocutor, professor Assai ou livro texto) em relagéo
3 estipulagdes locais visuais-geométricas ("...o que se usa de diferencial, na verdade, é
efinir dy/dx como variagdo de y sobre a rela tangente, ou seja, & um valor aproximado de Ay, da
«anagdo da fungdo...”) ou também de estipuilagdes locais algoritmicas (em esquemas: “0O

imite de um Ay € um dy, o imite de AA é dA, {...] onde vocé tem ‘A, e vai cailcular o fimite, vocé

substitui por ‘'d’ ).

ATIVIDADE 4

Entrevista de um professor de Calculo | _ turma do curso de Geologia _ pela

cesquisadora.

Conforme Anexo 1, entrevista n® 4, o professor entrevistado € denominado

‘oara fins desta pesquisa) por Alp e a entrevistadora (pesquisadora) por O.
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Analise

Nas preocupagdes de Alp com a aprendizagem a partir do Calculo
observamos varias falas em relagao a estipulagdes locais visuais-geomeétricas, como

ao tentar relacionar o que é visto em Calculo com questdes proprias da Geologia:

“Este 2no eu pedi para eles um trabalho que vao apresentar, no qual eles devem
procurar dois graficcs reiacionados & Geologia, as outras disciplinas que estdo
cursando..., e que analisem estes graficos em termos de toda a matéria que a gente
discutiv. O que eles poderiam falar em tenmos dos graficos.

Estdo se dedicando muito, trabathando em grupos. e estdo aparecendo coisas

assim... dificeis de explicar geologicamente .." (22 P., 2° §).

Nessa situacao idealizada pelo professor, os estudantes devem produzir,
aléem de significados a partir da Geologia e do Calculo, significados e conhecimentos
em relagdo a nucleos mais complexos _ que sao constituidos tanto de estipulagtes
locais “geclogicas” como de estipulagdes locais mais especificas ao Calculo _, por
isso, como Alp diz, “coisas assim... dificels de explicar geologicamente’. Outra vez
encontramos essa idéia de produgdes conjuntas quando o professor fala em buscar
na Geologia um motivo para o ensino e aprendizagem de determinados assuntos

pertinentes ao Caiculo:

“Eles estdo usando na interpretagdo dos graficos em Geologia, eles estdo
falando... Essa foi a énfase maior no comecgo. Depois a gente resolveu alguns problemas
de taxa de variagdo, de aumento de bactérias, até surgiram equagdes diferenciais...

O objetrvo ndo era discutir profundamente isso, mas que eles tivessem
problemas onde aparecesse laxa de varnacgdo, aumento e reducdc. E, a necessidade de

estudar integrais’ (52 P., 10°-11° §).
Seguindo os pronunciamentos de Alp , podemos notar que ele fambem se
relaciona a estipulagdes locais visuais-geometricas ao falar de derivada como

“coeficiente angular da reta tangente”, para depois falar de derivada como uma definigao

par limite do quociente de Newton:

“Agora, ¢ claro que nao for simplesmente colocar a definicdo 1a. A gente primeiro
discutiu reta secante ... refa tangemnte, o qgue seria isso ... ¢ analisamos em um grafico
vendo 0 que acontecia, varacao no eixo x, vanagado no eixo y, analisando o coeficiente

anguiar .

(..)

“Efes falam muito, a gente falou muito mesmo, em coeficiente angular da reta
tangente.. e mufitos deles usavam mesmo o limite por definicdo, para demonstrar a
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dernvada de algumas fungdes, ndo de todas. Ou, resoivendo problemas onde foi pedido
que usassem a dennicao.
Até quando tinhamos umas regras... muitos deles ndo se tocavam e quernam

usar o limite que definia” (6 P., 4° §, 10°-11° §).

Nessa Ultima frase do periodo acima observamos gue o entrevistado devia
zstar a pensar, preponderantemente, em relacao a estipulagdes locais algoritmicas,
como se dissesse: “j& tinhamos regras, elas bastavam, eles ndo precisavam pensar
em oulra coisa” ou “apesar das regras ja terem sido obfidas, muitos ainda quenam
usar a definicdo por fhimite”. Aqui € interessante notar a facihdade com que o
orofessor tem, se comparado ao aluno que esta a aprender, de pensar de um modo
ou de outro em relagao a derivada, de discernir quando € como produzir certos
significados. Essa possivel escolha e mudanca rapida de CS nem sempre ¢
acompanhada de igual modo pelo aprendiz, como pudemos observar em sala de
aula. No presente caso, por falta dessa mudanga, parece que eles continuaram a
oroduzir significados em relac@o a outras estipulacoes locais (como as algébricas-
funcionais ou as numericas) de modo analogo aos processos em que obtiveram as
regras. Até que, "esquematizado” o processo e obtida a necessaria legitimidade (as
vezes também adquirida por autoridade do professor ou do livro), passam a agir
diretamente a partir das regras. Aprendem, por exemplo, a produzir significados
Jiferentes conforme a presenga ou auséncia de frases no enunciado da guestao
sizendo: "use a definicao de derivada” (limite do quociente de Newton) ou “faga pela
sefinicao”. Uma observagao pertinente € a ocorréncia do contrario, em que alguns
sstudantes ndo aprendem a produzir significado em um processo a partir do limite
30 quociente de Newton, embora produzam significados para as regras de derivacao

‘em relagao a estipulagdes algoritimicas).

Contudo, embora Alp fale na definicho de derivada por limite, ele nao
demonstra relacionar-se, em sala de aula, a estipulagbes locais de limite (como
estamos entendo por), uma vez que em termos de limite admite dar a idéia intuitiva,
em relagdo a estipulagfes visuais-geomeétricas ou estipulagbes locais numeéricas-

funcionals:

“OQ _ Por exemplo, quando vocé fafou em limite, vocé falou para eles como?
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Alp _ Mais em termos intuttivos, dando idéia de limife, ndo dando a definigio
formal por épsifons e deltas..., mas 1sso acontece na matematica também, isso ndo é
diferenga. £Em termos intuitivos, com algumas técmicas, mas sem a pretensac de gastar

muito tempo com isso” (32 P., 1°-2° §).

“1/n , o que acontece quando n toma-se muito, muflo grande? O que vai
acontecer com 1/n ? Alguns aceftaram que se aproxima de zero. Discutiamos esla
questio também, ndo é que é igual... mas no fimite... a gente fala em Matemalica que é
zero. Ndo é que o valor 1 dividido por aquele niimerp va ser zero, mas...a gente pensa:
aquilo aumenta cada vez mais...e em matematica a gente acha um jefto para conversar

sobre estas coisas, a gente define como sendo o limite e fala que ele & zero” (3°
P.,10°§).
1

“Alp _ Com resperto a isso... Por exempio, |j,— . entdo.. ou olham no

= -

gréfico da fungdo ou pensam aqui... [aponta o limite escrito].

O _ Inclusive faziam gréficos na calculadora, ndo é?
Alp _ Também, tambem” (42 P., 11°-13° §).

"... Anhi... Vou dar outro exempio: lin;lx — 2|, nos falamos: fescreve e 18]
x—r

limjx-2/=0 e limx-2/=0 e .0 linyx—2',=0.

=2 t—2

limlx—2|=2

r—a3"
e
limlx -2/ =2

c—270

Ndo tém sentido. Ou tern pra ele, né?’’

Quanto a essa ultima citagao, algum significado os alunos produziram, mas
para escreverem o que Alp mostra, ndao foi certamente um significado para limite
lateral conforme fala e apresenta no inicio do exemplo, inclusive (para ele, o
professor) com uma implicagéo existencial do limite em x = 2 a partir da existéncia e
igualdade dos limites laterais e, por isso, a afirmagao "Coisas que parecem ndo ter
ligagdo’.

Na parte final da entrevista o professor fala que trabalhou com os alunocs a
idéia de area antes de definir integral definida por limite (devia estar pensandc na
integral por limite de soma de Riemann, como no livro texto adotado), aproveitanda

seus significados proprios,
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“ Primeiro falamos em area. Antes de falar em integral definida, conversamos
sobre area de figura plana, eles deram mil idéias A gente precisa reaimente, se quer
fazer 0 ensino através de atividades em sala de auia. vocé tem que pensar muito

seriamente no que parte deles. i

No plano uma regido R [desenha ] /./]:/’—
eles deram a idéia de quadricuiar, de dividir em
franguios. .., entdo & natural para eles. (___

a b

fAlp conta que os alunos foram falando. discutindo com ela a idéia de particao da
area por retangulos, tomando como alfura 0 Mmaximo e o mimmo, por excesso e por faita,

até chegarer a definido por limite de uma integral definida /.

Vocé define integral definida como efa é, por limite. Af depois, 0 que se faz na
pratica? Existe o Teorermna Fundamental do Célculo, ai vocé tern um resuitado forte, que
permite calcular integral definida de uma forma bastante simples, gue é através da

integral ndo definida. Entdo..” (67 P., 6°-8° §).

Assim, notamos primeiramente uma producao de significados e objetos em
relagdo a estipulagdes locais visuais-geomeétricas ao trabalhar area e ligar a integral
definida, quando a fungdo é positiva; depois, em relagdo a estipulagdes locais de
limite na definicao de integral definida por limite de soma de Riemann. Porém, pelo
que Alp diz, dificimente os alunos (com o trabalho em sala de aula) produziram
significados para a integral definida em rela¢@o a estipulagdes locais de limite,
mesmo porque sequer trabalharam limite a partir de estipulacées locais de limite

conforme vimos antes. Isso & reforcado em seus comentarios finais:

“Antes de falar no Teorema Fundamental do Calculo. eles vieram me falar. ‘Ah!
professoral A senhora ndo vai repetir um pouco mais aquilo, falar urn pouco mais? Eu
nao entendi nadal’

Entdo vocé percebe que em lermos de conceito... embora eles tivessem
participado... Achei normal e natural.

(..}

O que eu quero dizer para vocé é que, pela carga horaria, eu deixei de trabalhar

methor esta parte aqui faponta para as areas caiculadas por soma de particbes), fui logo
para o Teorema Fundamental do Calculo, para efes terem a oportunidade de ver o que
era este feorema, resolver alguns exercicios, e Iigar a integral definida com area quando

a funcdo e posttiva... Mas o semestre vai parar porai’ (62 P., 10°§, 11°§ e 14°§).
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ATIVIDADE 5

Entrevista de um professor de Calculo | _ turma do curso de Matematica _

pela pesquisadora.

Conforme Anexo 1, entrevista n°® 5, o professor entrevistado € denominado

(para fins desta pesquisa) por Su e a entrevistadora (pesquisadora) por Q.

Analise

O professor Su, como os demais professores por nds entrevistados, tem como
ponto basico na segiiéncia de ensino de Calculo um objeto denominado limite. De
inicio nos relata que, para dele falar aos alunos, recorre a idéias intuitivas, o que do
ponto de vista de seu discurso e do MTCS evidencia uma producgéo de significados e
objetos em relagdo a estipulagdes locais visuais-geométricas e funcionais-numeéricas
(como podemos observar em alguns trechos da entrevista que transcrevemos a
seguir), deixando a definicao por épsilon e delta para o final do primeiro ano, pois

como diz: “antigamente eu entrava com ‘épsilon e delta’ mas ... o aproveitamento era minimo” (4°
P.. 4°8).

“Nbs, ja ha varios anos, resolvemnos ndo falar na definigdo formal de fimite por
épsilon e delta, e eu vou introduzir essa notagdo agora que eu vou dar seqliéncias e

seénes. Agora, nas proximas aulas, final de novernbro.

()

Bom, eu 50 acho que se der no inicio |a definicio de limite por épsilon e delta),
quando eu der limite, eles ndo vao assimiar bem a idéia de intervalo.. Até eu tento. As
vezes eu 16 dentro de um exercicio... eu sem querer eu falo um pouquinho... fago um
desenho, mas muito pouco.

)
.. eu sigo bem o Swokowski, a idéia de. quando x se aproxima de a, f(x) se

aproxima de um valor fixo L. E bern na base de aproximagao’ (3° P, 2°, 4°e 6° §).

“Eu uso demais. . desenhos. Acho importantissimo. Se vocé vai, por exempio,
dar a idéia por ‘épsilon e delta’, se vocé ndo for num desenho e mostrar... Como ele vai

perceber o que esté acontecendo?’ (8% P, 29 §).

O entrevistado faz uma importante cbservacao a respeito de livros textos de

Calculo _ apesar de aparentemente terem uma mesma seqiiéncia de assuntos, eles
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diferem nao s6 no modo de introduzi-los, mas nos proprios enunciados de algumas

nogdes . Cita, como exemplo, a nogdo de “ponto critico” e de “fungao sobrejetora”.

A respeito de ponto critico diz que alguns livios definem como sendo um
ponto em que a derivada & zero ou nae existe, enquanto que em outros é somente

um ponto em que a derivada € zero.

No segundo exemplo, a fungao sobrejetora, para alguns autores, é como se
nao existisse, porque so6 falam em conjunto imagem de uma fun¢ao e nao se referem
ao contradominio.

No nosso entender, isso vem a contribuir na afirmagao de que um objeto &
aquilo que se fala de, na dependéncia das estipulagdes locais tomadas, um “aigo”
constantemente produzido e, ndo, uma construcdo modificavel.

Isso também vem ao encontro de nosso acordo com Su sobre a diferenciagao
entre o que um aluno de Biologia e um aiuno de Matematica (em turmas especificas
a cada curso} geralmente saem sabendo de Calculc. Todavia temos que ter cuidado
na explicitacao das justificativas desse fato.

Quando Su destaca que “... no curso de Biologia e Ecalogia, eu fujo muito mais da parte
tedrica. Eu sempre procuro entrar mais na parte fedrica nos cursos de Matematica e Fisica, até
Computagdo” (6 P., 2° §), fica implicito, porém escondido, que por falar mais
teoricamente (formaimente)} usando maior rigor para os estudantes de determinados
cursos como a Matematica em relagdo a outros, a produgdo de objetos e
conhecimentos é diferente. Por exemplo, “derivada™ 1. como declividade limite de
retas secantes, 2. como o resultado numerico (quantitativo) de uma taxa instantanea
calcufada por regras; sdo objelos distintas, em cuja produgao outros significados e
objetos distintos sao também produzides, como: em 1. tangéncia a uma curva, ponto
de tangéncia, reta tangente como limite de retas secantes, coeficiente angular, €
outros; em 2. relacao entre variaveis, unidades de variagao, acréscimos {numericos},

fungdes, regras de derivagao, e outros.
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Notamos entac que, embora Su diga (82 P., 6° §) ser o0 mesmo saber a partir
do Caiculo, somente “menos aprofundado no curso de Biologia” do que na Matemdtica',
logo a sequir diz que, os alunos da Biologia e da Matematica, teriam respostas

diferentes se perguntados sobre a derivada, por exemplo. Justifica-se, dizendo que:

o

na Matematica (o curso inicial de Calculo é de um ano) e “... vocé tem tempo de

amadurecer os conceitos. Enquanto que na Biologia & Ecologia isso € impossivel, porque vocé dd em

seis meses o curso de diferencial e integral” (6% P., 8° §). Contudo, novamente, fica
escondido no “amadurecer os conceitos”, a fungao epistemoldgica relativa as produgdes
analogas e as escolhas de novos modos de pensar, de produzir significados, objetos
e conhecimentos, esses, sim, responsaveis diretos pelas diferenciagdes. Além disso,
ao ter mais tempo para “amadurecer ou profundar’ as nogdes, ha mais tempo de se
pensar, de aprender a produzir significados, de comparar & desenvolver novos
modos.

Uma experiéncia com um aluno, citada por Su, veio corroborar com essa ideia
de que o desenvolvimento de uma no¢éo, de sua aprendizagem, ndo & um processo
linear, mas em espécies de ciclos (em espiral). O relato & sobre um aluno que tinha,

sequndo o professor Su, davida na definigdo de modulo:
“A davida dele era: ‘por que gue se 0 x for negativo, aqui mostra a definigdo!

|'x, sex20 ; . i i
M =. fica -x, e como é gue aqui aparece ‘menos’ se o valor absoluto

l_— x, 5¢ x <0
& sempre positivo?' Na cabega deles ‘menos alguem’ & negativo’ (7° P., 14° §).
Todavia, a davida do referido aluno, para nés, € considerada em termos de
sua nog¢do de varidvel, que certamente foi trabalhada antes do Calculo, mas no
processo de aprendizagem, “retorna” (em um novo ciclo), “agregando” para ele mais
um significado sobre varidvel que antes deve ter passado despercebido e nao
produzido, quer seja, o sinal da variavel (x) nao é o sinal gue esta a sua frente, - x
néo quer dizer, como variavel em um conjunto de valores positivos e negativos, que

seja uma variavel negativa, do mesmo modo que x ndo quer dizer que seja positiva.

' Para a entrevistadora esta fala soou como um eco de outras escutadas anteriormente nas equipes de professores
de Caleulo . (Cf. Cap. 1, item 1.1}
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Esta mesma nogao de variavel (que nao incorpora sinal) aparece novamente

na fala do entrevistado ao lembrarmos os trés modos de se tratar médulo de uma
variavel real x (como desigualdade (distancia), como fungéao ou como Vx? 3

s
“Vocé tem que trabaihar muito. Eles simplesmente véo dizer que \x~ & x . Eles
esquecem...Eles néo se preocupam com o sinal da raiz. £ a velha historia, se x ndo carega
nenhum sinal, para eles ¢ positivo” (72 P., 20° §).

Nos trechos da entrevista em que descreve um pouco do ensino e
aprendizagem em sua sala de aula, o professor apesar de conduzir-se em uma
postura pedagdgica tradicional de aulas (exposigbes de assuntos seguidos de
exercicios, que ele justifica pelo turma ser numerosa), reconhece a importancia de
observar e ouvir as perguntas dos alunos _ tanto dirigida acs colegas quanto a ele
{professor) _ como uma fonte de seu entendimento a respeito das “dificuldades”
deles e ao entendimento dos proprios estudantes quanto ao que estd sendo
aprendido.

“Agora, com pouco alung, eu daria de vez em quando um lexto para cada um
axpor na lousa. Nem que fosse por quinze minutos para ele colocar. Mas ele teria o
trabatha de entender aquilo na integra... Porque ele ndo tem esse trabalho enquanto vocé
esta expondo na lousa, ele € passivo e ndo percebe se entendeu ou ndo. Ele vai
perceber, talvez, na hora de fazer o0 exercicio. Agora, se efe fosse na lousa e fosse
questionado pelos colegas sobre ¢ que eie esta falando... eu tenho a certeza que iria ter
uma postura diferente de como estudar. Ele aprendena de certa forrna como estudar. Ele
ia ser questionadc de uma maneira diferente, ali na hora. Acho que o alunc aprende

muito” (8% P., 24° §).

Acontece, no entanto, que o professor se coloca mais predisposto em olhar
em termos das dificuldades, das falhas, daquilo que falta para o estudante chegar ac
certo, a produzir determinados significados (que ele produz) e, menos norteado, em
saber como trabalhar a partir do que o estudante estd pensando e poder ajuda-io na
condugdo de seu processo de aprendizagem; conforme pudemos evidenciar em
trechos da entrevista (além das observagdes em sala de aula):

"0 _ E eles tém uma tendéncia em achar que este valor sempre existe.. [a
respeito de limite|? Ou.. porgue quando eles trabaltham com fungdes, vocé fala f(x), isso
é sempre um valor?

Su _ Nao sei.. O que eu acho & que ndo da tempo de vocé reparar cerias
coisas. A ndo ser que vocé faga uma pergunta ja com essa intengdo. Em geral, ¢ que

acontece? Seu tempo é geralmente curto para tudo” (3% P., 9°-10° §).
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“A partir do momento em que vocé da o exerticio para eles fazerem, eles vao ter
que se encaixar na tecna... Al vocé vai ver quais as dificuidades’ (82 P., 5° §).

“E._ eu passo & olho 0 que eles estao fazendo, para ndo atrapathar. £, nisso eu
vejo, que as vezes eles comentem erros gue jamais passou pela minha cabega...chamar
a atencéo para aguito” (8% P, 20° §).

6.6 CONCLUSOES

Destacamos como resultado central da pesquisa de campo a confirmagao da
existéncia de diversos modos de producdo de significados a partir do Calculo e,
juntamente a esses, quais as estipulagdes locais predominantes. A analise
epistemologica dos dados, tendo por base o MTCS, mostrou que o ponto principal
desse resuiltado central é a produgdo de objetos diferentes a partir do Calculo, ndo
apenas objetos de aparéncias diferentes. A fonte dessa conclusac estd nos
discursos, nas falas colhidas, as quais aparecem na forma de afirmacdes distintas a

partir de um mesmo texto.

Nesse sentido, temos nas entrevistas com os professores, um indicativo de
que na defesa natural e necessaria de uma unicidade a respeito de nog¢des ou
objetos do Calculo, os professores tendem a esquecer a piuralidade dos modos de
produgdo de significados e a importdncia disso para novas relagdes, novas

descobertas e criagbes.

Quanto as categorias que usamos nas analises (alg-func, lim, deriv, integr,
geom, infinit), apesar de fornecerem uma classificacao para as solugdes de
problemas em Calculo, nao evidenciam caracteristicas epistemologicas importantes
como : uma mesma crenga-afirmagao junto a justificagdes diferentes resultarem em

conhecimentos diferentes; de sujeitos estarem falando e escrevendo aparentemente

A
de uma mesma coisa ("limite", "derivada’, f '(x), dy, "diferencial”, j f{x)dx e outros)

mas produzindo significados em relagdo a estipulagdes locais distintas, objetos

distintos; de um sujeito, trabalhando em uma mesma atividade, poder produzir

&

i
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significados de diversos modos e em relagdo a nucleos (compiexos) constituidos por

mais de um tipo de estipulagdes locais.

Agir e olhar do ponto de vista do MTCS de modo a poder explorar
positivamente em termos da compreensao e do desenvolvimento do pensamento
diferencial e integral em meio ao ensino e aprendizagem de Caiculo, tem algumas
consequéncias que se mostraram ainda mais claras no decorrer desta parne da
pesquisa. Primeira, a evidéncia dessas caracteristicas epistemolégicas que
acabamos de citar no paragrafo anterior.

Segunda consegléncia, a questdo de limites e obstaculos epistemoidgicos,
para os quais o professor tem que estar atento e manter determinadas posturas. Mas

vamos primeiro falar da ocorréncia deles em nossa pesquisa de campo.

Vimos nas entrevistas e também durante as observacées das atividades em
grupo, que ¢ fato do aluno produzir significado preferenciaimente em relagado a
determinado ntcleo, transforma sua passagem a um outro €S constituido em torno
de um outro nticleo nem sempre em algo facil e direto, ainda mais se as estipulacdes

locais s@o completamente distintas. Devido a isso, acontece (como registrado na

atividade 1 de 6.5.1, na T3) de estudantes estarem falando, por exemplo, de "

X
em relagao a estipulacbes visuais-geomeétricas e ndo perceberem a indeterminacéo
em x = 0, para onde o professor quer conduzi-los. Simplesmente tragam ou
visualizam na calculadora grafica uma continuidade nesse ponto. Nao produzem
qualquer significado de “indeterminagac” a partir de um tal CS. Notamos que, para
alguns estudantes foi impossivel mudar para um outro CS {cujo nicleo fosse
constituido por estipulagbes locais numéricas ou de uma nogao intuitiva de limite)
onde pudesse produzir significado. Ou seja. estavamos diante de um obstaculo
epistemolégico _ da impossibilidade de producdo de significados em relagdo a
determinadas estipulagbes locais (numeéricas ou em rela¢do a uma nogao de limite),
embora fosse possivel, pois em meio a outras atividades constituiram nicleos a

partir delas e produziram significados para outras proposi¢des.
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Logo, diante dessa segunda consequéncia temos um indicativo de que
determinadas posturas do professor _ que é uma autoridade e um interlocutor para o
estudante _ sio fundamentais para que os estudantes superem os obstaculos
epistemolégicos, para os quais os professores nem sempre estio atentos e, por
iss0, se contentam em determinar para o aluno aonde ele deve chegar (0 que o
professor gostaria gque produzisse), pois, geralmente, o professor tem uma atitude
centralizada em termos do conteudo a ser ensinado, sem saber ao certo onde o
estudante esta ou a partir de que esta produzindo significados.? O professor tenta
transportar a linearidade que estabelece nos planejamentos de ensino para a
aprendizagem dos estudantes, tratando os significados distintos dos “oficiais” como
‘erro” (coma ficou patente em relagado a entrevista n® 5) ou do ponto de vista de

“falta” >
Como diz Lins (1997, p.131):

“Em vez de tentar ‘escorregar suavemente' para um novo modo de produzir

significado, como se tudo fosse o mesmo de antes, e, portanto, deixando o aluno com a

sensagdo de que ele deve ‘descobrir’ como as coisas se passam 'de fato’, o professor

toma explicita sua intengédo de tentar algo novo e diferente do que se fazia antes.”

Um segundo aspecto que vem a complementar esse indicative € a
necessidade de abordagens pedagdgicas que permitam ao professor estar ouvindo
e "lendo” o aluno a fim de examinar os significados que produz e poder interagir com
isso, poder sempre gque possivel partir de onde o estudante esta, produzindo
significados em relagdo a estipulagdes locais com as quais ele (o “aprendiz”)

constituiu nucleos e opera.

? Sobre u metodologia empregada pelo professor em sala de aula de Matematica. “professor-pesquisador em
Matemdtica”. orientado por concepgoes herdadas de uma pratica cientifica da Matematica, temos como
referéncias o trabalho de Silva (1993).

¥ A respeito de abordagens didaticas que olham peia “falta”, encontramos referéncias em Lins (1997, p. 103-104
e 138).
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Capitulo 7
CONCLUSOES GERAIS
7.1 CERTEZAS
’ ossas investigacOes quer sejam tecdricas, metodologicas ou

C‘)/f praticas, tiveram como central a produ¢aoc de significados e objetos
a partir do Calculo. Uma vez que essas producdes sao observadas no interior de
uma atividade, as conciusdes ¢ indicagbes sao diretamente relacionadas com o

ensino e aprendizagem.

As evidéncias da investigacao histérica epistemolégica e os resultados das
analises da pesquisa de campo nos ddo a certeza de poder afirmar, mais do que
positivamente, & primeira parie de nossa pergunta diretriz _ “Sao estabelecidas
diversificagdes nos modos de produgdo de significados e de objetos a partir do
Calculo diferencial e integral?”_ pois, elas nos permitem tanto mostrar a existéncia
de diversos modos de produgdo de significados {(CS) quanto exibir objetos
definitivamente distintos que podem ser produzidos ao se falar de uma mesma
“coisa” a partir do Calcule, afirmagdes diferentes em relagéo a um mesmo texto. Eias
também nos possibilitaram responder a complementagao (ou segunda parte) da
pergunta diretriz _ "Quais?’_ ac analisarmos as falas dos professores e alunoes a
partir do Calculo, juntando-se a isso o reforgo encontrado nos discursos dos

diversos autores da parte de revisao literdria (Capitulo 3).

Nossa pesquisa confirmou que dentre os modos predominantes de produgao
de significados, objetos e conhecimentos a partir do Calculo, a caracterizagao fica
por conta de estipulagdes locais dos seguintes tipos: estipulagbes locais visuais-
geométricas, estipulagdes locais infinitesimais, estipulacdes locais de limite e
estipula¢des locais algoritmicas. No entanto, ndo ha como deixar de dizer que essa
caracterizacdo ndo se esgota como elementos constituintes de um pensamento

diferencial e integral. Pensar em termos de diferencial e integral inclui, por exemplo,
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produzir significado para situagdes que envoivem nogdes basicas como a de fungao
e outras relacionadas ao pensamento algébrico.

O entendimento em um nivel mais geral dessa produg¢ao de significados para
situagdes a partir do ensino e aprendizagem de Calculo diferencial e integral _
coloca em destaque uma necessidade de compreensdo das interrelacdes entre os
elementos que s&c constituintes desses dois complexos processcs, dos guais
destacamos: um sujeito do conhecimento (agente principal: o aiuno), interiocutor,
enunciados (textos, como os de Calcuio), enunciacdo, conhecimente, CS (modo de

produ¢ao de significado), e demanda social.

Procuramos congregar as interrelagées desses elementos no diagrama
abaixo (onde a disposi¢do ndo deve ser entendida como prioridade ou importancia a

nenhum de seus componentes).



301

N~ - ;
Foncéusios gewar,

A seguir, cabe sintetizar os principais pontos a respeito dessas interrelagdes,
/4 que durante todo o decorrer deste trabalho de pesquisa elas vém sendo
evidenciadas.

Nao ha um verdaderro e absoluto modo de pensar sobre Matematica, de
produzir seus significados, como historicamente também podemos evidenciar no
Capitulo 5. Mesmo argumentando do ponto de vista do desenvolvimento na pratica
(por exemplo, em sala de aula) de um processo de ensino e aprendizagem a partir
do pensamento diferencial e integral, estes processos obedecem a certos
componentes em um quadro maior de uma demanda social. Esses componentes
sao. uma linguagem, um conjunto de afirmacdes e de questdes aceitas, e, um
conjunto de visdes metamatematicas (incluindo modeios de provas e definicdes).
Alem do que, esses componentes sao advindos do dominio do enunciado
matematico que & lido por um sujeito, que por sua vez o transforma em enunciagao.
E o caso do livio texto de Calculo, um enunciado matematico para o aluno, que ©
transforma em enunciagado segundo uma demanda de seus inferlocutores, 0 que
ocasiona a escolha de cerfos modos de produgdo de signfficado _ Campos
Semanticos (CS) _ para as crencas-afirmagles e justificagées. Estas crencgas-
afirmacbes junto com as respectivas justificacdes comporao o que chamamos de
conhecimento mafematico do aluno, que por meio de uma transposicio, podera se

tornar um enunciado.

7.2 SOBRE AS PROPOSTAS DIDATICO/ PEDAGOGICAS

‘s processo de ensino/aprendizagem do Calculo, acreditamos estar

centralizado em que aprender & aprender a produzir significado. Porém, a crenga em

que uma "boa” explicacdo ou um enunciado “claro” (presente por exceléncia no
ensino tradicional vigente) coloca o estudante diante do conhecimento requerido e
somente na dependéncia de sua vontade de apossar-se dele, desconsidera o
processo de produgdo de significado. Simplesmente, através de justificagoes
supostas adequadas, um discurso linear € bem “arrumado” perpassa 0s enunciados

e ajudam a compor a forma estrutural do que o professor diz. Um método que

Al
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pocdemos chamar de “ensino textuai” {que esta de acordo com as propostas na linha
tradicional). Nossas entrevistas apontaram essa postura pedagodgica do professor
como uma (dentre outras) que esta presente em sala de aula de Calculo. Assim
atuando, o professor centraliza suas a¢des didatico/pedagdgicas em termos do
conteudo a ser ensinado, esquecendo de procurar investigar “onde o estudante
estd” ou a partir de que esta produzindo significados.” Uma implicacao disso é o
professor raramente ajudar o aluno, intencionaimente, nas questbes pertinentes a
mudan¢a de modos de produzir significados, o que se agrava nos casos mais

extremos de obstaculos e limites epistemoldgicos.

Vamos exemplificar falando especificamente, a partir de nossas observagoes
em sala de aula e de pesquisas citadas no Capitulo 3, de um obstacuio

epistemoldgico encontrado na aprendizagem da nogao de limite.

A maneira de se considerar limite como um processo dinamico, pontos em um
grafico, cada vez mais proximos de um ponto limite, como na definicio de limite de
Cauchy (com a ideia de movimento induzida por seu conceito de variavel), muitas
vezes consiste em um obstaculo epistemolégico, conforme Cornu (1983) e Rezende
(1994) apontam e ja pudemos observar. Porém, seja em um obstaculo do tipo
‘cinético’ como Rezende denomina e néo considera sempre negativo @
aprendizagem, seja “potencialista” como diz Sierpinska (1987) ou outro, estamos de
acordo com a ideia das afirmagdes de Williams (1991) de que, para melhorar o
entendimento dos estudantes a partir da definig&o formal de limite, & necessaria uma

“instrugdo cuidadosa e explicita " (que aqui transladamos para interferéncia cuidadosa e
explicita do professor), que estime os diversos modelos de limite construidos pelos
estudantes, bem como os conhecimentos e relacionamentos (como 0s a priori de
gréficos e fungGes) durante o processo de produgao, a fim de tornar possivel uma
mudan¢a para um modo de producdo de significado em relagdo, por exemplo, a

estipulacées locais de limite (como & requerido em Calculo e Analise), e, assim, nao

Sobre a metodologia empregada pelo professor em sala de aula de Matematica, “professor-pesquisador em
Matemdtica®. orientado por concepgdes herdadas de uma pratica cientifica da Matemdtica, temos como
referéncias o trabalho de Silva (19933,
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sermitindo que o estudante faga do seu modo de producdc de significado um

zpstaculo a outros modos.

Uma consequéncia, portanto, desse tipo de postura centralizadora ¢ a
desaten¢do dos professores quanto a essa questdo de limites e obstaculos
apistemoldgicos, contentando-se em determinar para o aluno aonde ele deve
chegar, como se pudesse simplificar a aprendizagem deles transportando a
inearidade de seus planejamentos de ensino para os modos de operar dos
estudantes.” Com esse direcionamento, o professor procura olhar para o que “falta”
nara o aluno atingir o que propde, o que é “correto”, esquecendo que o aluno opera

Dor seus proprios modos e, que pode até estar em outro lugar.

Um outro tipo de postura, que também encontramos em nossa pesquisa de
campo, € a que da énfase & producio do aluno, e a sua verbalizacao, permitindo
realcar que: fodo conhecimento depende de um sujeifo e de uma enunciagéo.
Sortanto, uma vez presente certa crenga-afirmagéo, que tenha justificativa num CS
compartilnado pelo interlocutor, pode passar a existir um didlogo formativo (dialogo
guando os CS relevantes estdo sendo "compartilhados” pelos sujeitos) que direcione

a producdo dos objetos matematicos.

Nesse caso, © sincronismo existente no diadloge aumenta a possibilidade de
compreensdo mutua, embora ndo impe¢a a divergéncia na constituicdo dos
conhecimentos, quer seja por disparidade na ocoiréncia da sua formacao, por
sofrerem outras interferéncias cognitivas ou psicologicas, quer seja por integracao e

mudanga de relevancia de aigum CS.

A pratica de sala de aula tem demonstrado (dentro de nossa pesquisa de
campo) que a divisdo da turma em pequenos grupos de aluncs, para
desenvolvimento de atividades conjuntas (como por exemplo: trabalho em resolugao
de problemas e investiga¢gdes matematicas) parece faciiitar a comunicacao e

compartihamento dos “conceitos, significados, técnicas e outros valores

* A respeito de abordagens didaticas que olham pela ““falta”, encontramos referéncias em Lins (1997, p. 103-104
2 138).
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matematicos” entre os estudantes. Ao mesmo tempo, portanto, deixa transparecer

mais ao professor a constituicdo dos significados e dos conhecimentos.

Isso nao faz do professor somente um observador, mas ao contrario, atribui a
sua interferéncia uma maior importancia nas negociagées com os estudantes na
sonstituicdo de novos nlicleos em relagdo aos quais eles devem operar dentro de
uma legitimidade conferida pelo professor _ em seu papel de autoridade e

interlocutor ®

7.3 QUANTO AO MTCS

Se mostrou adequado nao s ao estudo histérico epistemologico como para
entendermos a parte epistemoldgica da produgao de significados, objetos e

conhecimentos pelo sujeito.

Nossas preocupagdes, em ter esse modelo como base, dizem respeito ao
verigo que uma enfatizagéo excessiva em um foco epistemolégico pode provocar em
lermos de um desligamento de outros fatores psicolégicos também importantes nas

produgdes dos alunos durante suas atividades.

Devemos pois atentar para n&o “recortarmos” o alunc do quadro geral de seu
srocesso de aprendizagem, ao tentar entendé-lo via produgdes de significados e
conhecimentos por este modelo (e por qualquer outra teoria do conhecimento que,
como essa, leve em consideragao o psicologico do sujeito como uma uniao
ntrinsecamente inseparavel dos fatores cognitivos e afetivos, mas deixe de se

mostrar enguanto relacionada a esse afetivo).

Esse tipo de preccupacio € realgcada no contexto de sala de aula, ac nos

depararmos e observarmos o aluno, como um sujeito nao sé do conhecimento.

“Cf, LYNS (1997, p.131).
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7.4 ALGUNS DIRECIONAMENTOS E INDICATIVOS

« Como a produgdo de significados & cognitivamente dinamica, devemos
atentar para as mudangas e relagdes entre CS. Cuidar dessa diversidade ¢ ao
menos um passo na intengdo de se buscar estar dialegando com o alunc nos

mesmos CS e ser um interlocutor compreendido ou ter no aluno um interlocutor.

o« As diversificagBes encontradas na fun¢do seméntica da linguagem
matematica em diferentes textos, juntamente com a diversidade de significados que
entdo se produz a partir deles, refor¢a a importéncia de dedicarmos uma maior

atengao a enunciagdo na qual sao produzidos os significados para o texto lido.

» Observamos que objetos da matematica, que estdo ligados mais
intrinsecamente aos objetos do Calculo, sao concebidos em meio de diferentes
demandas, com os alunos tendo outros interlocutores aiém de possivelmente o

professor.

» A fala é uma construgao social, cuja demanda provém de um interlocutor e
carrega significados através da linguagem. Portanto € primordial na aprendizagem
dar maior importancia a fala dos alunos se queremos analisar como e o gué estao

aprendendo.

+ As metodologias de ensine que se impdem como necessarias a
aprendizagem e conseqientemente influentes na preducdo de significados
matematicos no inicio do 3° grau, devem privilegiar e preocupar-se com as
atividades em grupos (socializagdo dos significados, didlogos e criticas), as
diferentes interpretacdes de textos, narrativas, e outras, onde o papel central é do

aluno, e ndo do professor.

-
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ANEXO 1

ENTREVISTAS INDIVIDUAIS

Nas transcricdes das entrevistas individuais devemos abservar que fizemos
alguns pequenos cortes somente de trechos nos quais as falas nos pareceu

supérflua a esta pesquisa.

Lembramos que: a divisao em partes foi feita posteriormente durante a
transcricdo das entrevistas para facilitar as referéncias durante as analises, os
parénteses, (...), indicam que houve corte na transcricao e os comentarios entre

colchetes s30 nossos.

Entrevista (n° 1) (transcricdo de gravagao "audio”)

Aluna de graduag¢io em Matematica
O _ Entrevistadora (pesquisadora)
Tan _ Aluna_entrevistada

[Em uma conversa quatidiana, anterior a essa entrevista, a aluna Tan surgiu com o assunto a
respeito das disciplinas de Calculo que havia cursado pela Engenharia e pela Matematica (mais de
uma vez). Desde o inicio, espontaneamente referiu-se as diferenciagdes que vivenciou nessas

disciplinas, como se ndo devessem ter existido).

(1* Parte)

Q _ Essa aluna se propds a me dizer um pouco das diferengas que ela vé nos cursos em
relagae ao Calculo, embora seja a mesma disciplina nos dois cursos que ela fez. Ndo @
iss0?

Tan _ Hum-hum! Entdo...as diferengas que eu...

O _ Cu as semelhangas, ne!?

Tan _ Ndo. No fundo a dnica semelhanga que eu vi foi na tabela, a t{abelinha de derivadas e
integrais, que sao iguais. porque o jeito de ver e totalmente diferente, ndo tem nada a ver.
Tanto e que quando cheguei aqui, que eu vi que o professor [“fulano”, diz o nome] falava
que eu sg queria derivar usando as regras que eu ja sabia. Que eu nao sabia a definicao,
nao entendia e ndo queria entender a definigio.
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E que...eu tinha aprendido na Engenharia, no Caleulo 1 também, so derivar, usar regras.

0O _ Os algontmos.

Tan _ Sé os algoritmos de derivada. Entdo foi uma batatha...Assim como para uma outra
colega que estudava comigo na Matematica e que também vinha da Engenbaria. Ela
também iguaizinha..ndo queria aceitar isso..Para que a gente precisa saber essas
definicbes se a gente ja sabia os resultados? Eu sabia os resuitados de cabega, sem fazer
nada daquilo.

O _ As definiches de que vocé fala...par exemplo a definigdo de derivada. ..

Tan _E, de derivada, Regra da Cadeia...derivada de seno, cosseno...todas essas coisas, entio
ele queria que a gente fizesse por limites. E a gente nunca tinha viste limite. na Engenharia
a gente nao estudou nada de limites. era s6 derivada e integral. Até o livro que a gente usou
era aquele do..(?) .Ent3o a gente pegava as listas imensas de exercicio, fazia

tudo. . .e...estava apta pra..

(22 Parte}

0 _ E quando votés seguiam na parte de continuidade de funcgdo, por exemplo, 0 que vocés
usavam?

Tan _ Pra ser sincera, eu nem lembro se a gente usava continuidade...Porque pra eles, na
engenharia, bem visio que ndo terminei o curso, mas pra eles o importante era vocé saber
derivar e integrar, saber usar as regras de defivagio.

O _ Entdo o que vocé usava era a derivagao e integracao através das regras € dos metodos?!

Tan _ S0 isso. Acho que a gente até estudava inclinagao, ponto de maximo e minimo...mas
para resolver usavamos as regras. Mas também se o exercicio mudava um pouqguinho...
ninguém conseguia fazer mais nada. Eu n3o conseguia mais... Se tinha uma coisa um
pouquinhe diferente a gente ndo conseguia mais ligar com a regra.

Q _ E ai quando vocé chegou na Matematica. .

Tan _ Ah!! Na Matematica eu penei! Porque eu nao queria aceitar aquiloc. Por gue que eu tenho
que ficar entendendo fazer por limite, por isso, se eu sei ja derivar e integrar?

O _ E quando vocé via por limite. 0 que vocé sentia que era diferente?

Tan _ Sentia que era mais dificil, que era uma coisa que eu nunca tinha visto, que eu nao
qguenal

Q _ O que vocé nag tinha visto?

Tan _ Limite! Eu ndo tinha visto limite na Engenharia. £ ai ele falava: isto agui é o ponto no
qual o coeficiente angular da reia tangente... explicava o que & .e falava o que era
derivada. Entao pra mim derivada eu ja sabia. 1sso eu entendia. 56 que eu nido entendia a

relacag disso com inclinagdo de reta..ndo sei o qué.. E isso era diferente e eu nao

L
i
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aceitava. Porque eu falava: eu ndo sei fazer isso, eu nio sei trabalhar com limite. £ uma
coisa nova pra mim. Mas eu sei trabalhar com dernivada, entdo o caminho mais facil era ir
direto pra derivar.

...Entao o professor dava la... queria derivada por limite...Eu pegava, derivada pelas regras
que eu sabia e ia embora.. Af ele que. .[faz gestos negativos]

O _Quer dizer, aqueles objetos que voceé devia constituir através de limite e usar a declividade
da reta..., vocé se recusava.

Tan _ Me recusava porque achava que derivada no outro [curso)] eu ja aprendi. E ai quando
comegou...eu me lembro bem, aqui a gente comegou com integral. E quando eu estudei na
FEl, eu comecei com derivada. Como nos outros cursos depois, de Calculo que eu vi,
sempre comeg¢am por defivada. Entdo eu ja sabia que integral quer dizer 3 area . .E ele
fazia agora tudo por definicao... de retangulozinhos, num sei o qué...num sei que 14...E eu
sabia que a inversa era a derivada. Entac eu ja invertia tudo. Fazia um rolo disso dai. Usava
as regras para integrar e derivava o resuliado para ver se dava a mesma coisa. E enrolava

tudo. E ndop aprendia o que ele gqueria que eu aprendesse, que era por definicdo...

(32 Parte)

O _ Entdo vocé acha gque embora ¢ contelidoe [programatico] das disciplinas fossem os
mesmos, vocé vé como coisas diferentes.

Tan _ Totalmente diferentes. Os objetivos delas sdo diferentes. O da Engenharia nao € vocé
aprender derivada por definicdo.. integrais também. E vocé aprender a usar a técnica. S6
isso. Em tudo, mesmo na disciplina de Fisica, na Engenharia é diferente.

0 _ Como assim?

Tan _ Porque na Fisica a gente linha que resolver as coisas par derivada, pela integral, de
cabega. E agui ndo. E agora que fago o ultimo ano de matematica, percebo que daquele
modo se fica muito "bitolado”.

0 _ E...guando vocé fez o curso de Célculo da Matematica, gue vocé viu derivada por limite,
vocé acha que compreendeu melhor derivada? Qu ndo compreendeu? Acha que deve ser
mesme através dos algoritmos {regras)? Ou vocé acha que nao € o suficiente?

Tan _ Eu acho que vocé entender o que é a derivada, isso € melhor do que saber algaritmo.
Peorque entdo vacé rescive quaiguer um sabendo alguns poucos. Agora gue eu vejo. Se eu
sei por exemplo alguns..., mesmeo se eu esquecer outros, eu sei como fazer. E mesmo
pOsSso. se esquecer derivada, pensar como fazer pela refa tangente e reconstruo todo o
processo, e fago. |

0O __ Mas o algoritmo ajuda?
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Tan _ O algoritmo ajuda, mas se vocé tiver ele na cabega. Agora, sem ter © aigoritme na
cabega, se vocé entende o que é derivada..., inclinagdo de reta tangente..., vocé produz e
faz. E se vira. Agora...decorando nao é a mesma coisa, porque decorar,.."empaca’.

0 _ Quando vocé viu na Matematica, aléem de ver por limite, vocé viu alguma coisa por
infinitésimos? Nao?2!

Tan _ Ah!l Entdo o Céleulo que eu fiz na Matematica, foi tudo por Ax, por parti¢des...por dx...,
vocé vai dividindo ao maximoe, coisas assim...[gesticula com dois dedos bem proximos.
encostados].

Q _ Essas coisas, esses objetos vocé nfo tinha constituido no curso de Engenharia?

Tan _ Nao. Por isso foi dificill Eu nao entendia porque tinha que fazer umas “corsinhas” tao
dificeis, achando que ja sabia muita coisa. porque que eu tinha que ir peto mais dificil se eu
sabia mais facil? Essa foi a luta. Com o professor eu consegui..€... ver que eu preciso
saber iss0. Que ndo e porque eu sei a regra. .

Q _ Que é um outro modo de pensar, Mas que & necessano...

Tan _ E. Que & necessario. mas & muito dificil para quem esta entrando na Faculdade! Ainda
mais como eu, que ja tinha uma colega na mesma situagio para dar as mios.

QO _ Caleulo, que eu sei, & outro!

[Risos!]

Tan _E. Esse professor nao é de Calculo! Ele é louco! Nao é de Calculo, naa & isso, por que
ele esta querendo me falar diferente? Ai foi uma briga! '

O _ E, como que na Engenharia o professor passava por essas coisas [mostro no livro
definicbes de derivada pelo limite do quociente de Newton e definicdo de fungcao continua),
por essas definicbes?

[A aluna pega o livro adotado na Engenharia e... mostranda diz:)

Tan _ No inicio do livro {& aparecem regras e formulas [constato] para desenvolvimentos
algébricos (s&o regras de potenciacio. identidades trigonométricas, notacao de intervalos...]

Q _ E ja aparecem todas as regrinhas prontas, as mais usadas no livro ven em quadradinhcs
coloridos, explicadinhas.

Tan _ Hurn-hum.
A gente comegou primeiro com uns limites basicos [mostra uma lista com alguns limites de

fungdes. bem elementares] e depois fomos para derivada. Al da a definigao por limite e ja
passa para todas as regras prontas.

O _E ai vocés aplicavam.

Tan _ Ai a gente fazia exercicios. SO que a gente olhava os quadradinhos onde estava o
resultado pronto e ndo usava a definicdo por limite. Decorava isso [vai ao final do livro e
mostra tabelas]. Decoravamos as tabelas no final do livio com as regras de derivadas e
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Entrevista (n° 2) {transcrigio de gravagao “audiovisual”)

Turma de Calculo |
60 alunos O _ Entrevistadora (pesguisadora)

Joi _ Professor entrevistado

(12 Parte)

O _ ATurma é de que?
Joi _ Maternatica.

O _ Ndmero de alunos?

Joi _ Aproximadamente 40 calouros. Frequentam aproximadamente 80 alunos, porque tem os
repeatentes.

()

Joi _ Nas duas ou trés primeiras semanas, a gente faz um trabalho assim mais abrangente, onde ele
ndo vé especificamente cdiculo ou geometria...

O _ Seria quase que um pré-Calculo?

Jui _ Néo exatamente um pré-Calculo... sefiam nogbes fundamentais que ele deveria ter para
comegar o curso. Por exemplo: nogdes de sistemas numericos,... ne? Essas nogdes assim
que muitas vezes Hicam deficientes.

O _ Vocé colecana ai numeros reais?

Joi _ E .. Mas de uma forma bem intuitiva, né . Comecaria com 0s numeros naturais, os inteiros,
né. .. os fracionarios e os reais, né ...7

(..

O _ O racional! E o irracionat?

Joi _ Ha, sim! O iracional nos s6 dizemos para eles que o numero irracional € aquele que, na
representacao decimal, né? ela nao € nem finita, nem periddica. Certo?

O _ Qu seja, que nao & um racional?
Joi _ Que nac e racional. Exatamente. O numero é irracional guando ndo € racional. [Fala ao mesmo
tempo que G}

Joi _ C numero € racional quando se expressa na forma decimal como decimal finita, ou infinita mas
periddica. Ne?l... Os numeros que ndo tém essa representacao vocé chama de irracional,
percebe?!?

O _ E dai vocé diz que o conjunto dos reais... sO sobrou isto, essa uniao.

Joi _ E_ essa unidc (ac mesmo tempo que O] E aj a gente frisa dando exemplos de alguns: v2, —»
nao é racional, né..., ¥3, né? Entdo, & uma coisa de uma forma bem informal. Vocé nio ta...
construindo um corpo. ..

O _ £... é quase que uma ... circularidade ... né? Pois vocé pega uma coisa que ndo conhece que $3o
os irracionais e vai definir uma outra coisa que vocé ndo conhece que sS30 0s reais... e ai..

Joi _ E ... voce parte do principio que ele aceita a existéncia...

)
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Joi _ Inclusive, vocé mostra que faz isso ai... ne? se vocé representar na reta os racionais entdo...
ela ndc & coberta por todos os racionais, né... Por exemplo, ai pode construir com régua €
compasso, fazer construcio geomeétrica simpies... né? e vocé chega que o v2 ndo €. ndo
é... racional (ac mesmo tempo. O _ Racicnai!) Eie... tem um espacinho na reta numérica
reservado para ele, ele néo é racicnal e... ele seguinte... ele vai ser calocado, né... entédo, ele
vai ter uma representacao |a na reta numética. Entao, os racionais ndo cobrerm a reta toda.

O _ Entdo, essa nogdo... nogdes fundamentais, inciuinam também fungdes?
Joi _ Também. Ta cero
(.)

(2% Parte)

Joi _ Depois a gente entra com um pouguinho de fungdo... Mas coisas bem elementares, dizendo o
gque & fun¢do, ta certo?! Nada de... de... assim... aspecto geometrico, néo.

Joi _ Por exemplo, grafico, nds definimos, nds desenhamos alguns grafices... mas vocé nac explora,
fatos mais assim... mais especificos sobre fungio.

O _Ta

{32 Parte)

O _ Mas, vocé encara mesmo com as nogbes gque vocés vao precisar e que sao fundamentais pra...
pro Calculo.

Joi _ Certo. Isso ai € bem importante no sequinte sentido: vocé..., se envolve com os alunos. Eles
lambém formam um grupo bom, porque eles se relacionam bem, porque eles... estdo
envolvidos o dia todo com aquilo, percebe?! Ndo é sé com... Por exemplo, nos primeiros 3
dias vocé vai falar sobre fungao ou sobre sistema numérico, entdo é sd aquilo, Percebe?
Entao todos estdc falande a mesma linguagem, a mesma coisa. Entdo cria um
relacionamento _ isto é o que percebemos _ bom entre eles. Alias. eles ficam muito
barulhentos.

O _ E normal, eles conversam...
(...}
{4°Parte)

Joi _ Por aqui. Entao dentro do Caiculo, agora vou falar da disciplina que estou lecionando, nos ja
aproveitamos aquela parte de fungdo que nés fizemos naguele primeiro periodo. Certo?

]

Joi _ Fungdes, eu comecel ¢ cursoe ai. Entdo, agora eu vou falar do curse.
O _ Hum-hum.

Joi _ Eles ja tiveram aquele primeiro contato naquele primeiro periodo. Mas, a gente, de fato ja fez
tudo. Ta certo?! Percebe?! Porque © aluno... £ ¢ seguinte.. ele aprende por repeli¢ao
mesmo! Também, né?!

O _ Também!

Joi _ Quer dizer... Vocé ouve uma vez um conceito, ai vocé entende... ai na sequnda vez vocé
descobre algo mais que vocé ndo finha percebido... A prépria definigdo, as vezes, ela
esconde ceras coisas que s6& a vivéncia faz com que vocé perceba a forga dela
Principalimente na definigdo de limite. € um caso, né?! Ta certo?! Entde, a gente... nos
retormamos fungdo desde o0 comecinho, falando ¢ que era fungdo, o que era grafico, tudo. .
Entao, ai que comegou o curso em si. Clarg! ai vocé vai com uma velocidade um pouco
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maior, porgue nesses conceitos eles ja tem uma nogdo, eies ja... ja tinharn do coiégic e, ja foi
feita alguma coisa agui dentro, entdo ele ja ta mais... com uma velocidade um pouguinho

maiar.
O _ isso. E agora quando vocé fala dessas fungbes... vocé trata das fungdes polinomiais, algébricas, .

Joi _ Ai ja comega, entdo agora ai nos falamos de fun¢do e comega... as fungdes polinomiais que
sd0 as mais... mais simpaticas, né?! Ta certo?! E... a gente toma.., Ai nesse comego, vocé...
nés... eu pelo menos optei quase que por trabaihar somente com fungao polinomial.

{-)
© _ Vocé acha que a idéia de funcdo, ela é... faciimente percebida?

Joi _ Ndo... Ja € um conceito abstrato. Porque esta idéia de commespondéncia... a gente de aigum
tempo assimila 1880 €. a gente repete, né?! E pra aquele gque ja ta trabalhandc um pouce,
fica natural. Agora, mas pro aluno, que ta comegando, ele vé duas... existem duas... eu vejo,
pelo mencs eu, duas coisas: a idéia e depois vocé escrever aguilo, vocé atraves de uma
linguagem matemdatica, vocé traduzir aquela idéia. Até que a idéia como correspondéncia &
uma coisa razoavel, e o pessoal... aceita com certa dificuldade.

A dificuldade comega... Eu acho o seguinte... Para o alune, ndo é sé na idéia do conceito de
fungao, em geral, durante o curso dele todo e, pancipaimente no comego, & quando ele
COMeGa a esCrever a... a... expressar numa linguagem matematica a sua idéia. Esse eu acho

que € o problema crucial.

)

O _ Por exemplo: se tem um texto escrito onde esta falando em funcéo, ele tirar...
Joi _ Resumir aquile em uma linguagem matematica.

O _ Uma linguagem. isso é dificil pra ele.

Jol _ E dificil. Por exemplo, eu fiz questdo, no comego do curso... considere a funcao que a cada
numero associa o seu dobro. Expresse isso numa linguagem matematica. Simbdlicamente.
Ate pra ele exercitar um pouquinho isso, porque ja ¢ uma dificuidade que ele tem. Certo?!

()
O _ E vocé acha que esta dificuldade um pouco reside no fato dele nao saber separar o que é
variavel... o que & constante.

Joi _ Nao. Eu acho gue... Nao sei, eu sou leigo. Eu acho que € proprio da linguagem, da linguagem
matemdtica. Quando vocé traduz uma idéia de uma linguagem para outra... existe esta
transposicao, essa passagem, ne?! Ela cria uma dificuldade. Maior pra um, mener pra outro,

mas sempre existe.
{.)
{5%Parte)
C _ Depois das funcdes quais seriam os préximos passos?
()

Joi _ Depois de fungdes se vé limite... ai € uma idéta de limite, ai eu comecei a fugir um pouce do
livro, porgue. ..

(o,
0 _ Vocé fez nesta ordem? continuidade, limite?

Joi _ Nao. Nao. Pnmeiro limite, depois continuidade.

()}
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0 _ Ai vocé passou para derivada?
Joi _ Certo, derivada. 50 que € o seguinte... é...

Joi _ Em derivada, 1° semestre vou terminar derivada. Se su terminar derivada vou estar feliz e
tranqiilo.

O _E... essa seqiiéncia vocé estabeleceu porque vacé acha que ela & melhor?... ou vocé vé alguma
vantagem?

Joi _ £ uma opgdo. Eu nao sei... eu acho assim natural, desde que tugo é limite, né?!, se vocé
pensar em continuidade, € um processo de limite, integral ¢ um processc também de limite,
como a gente encara no Calculo, né?! A integral como limites de somas... soma superior,
soma inferior, isso vai ver mais pra frente. £ntao desde que tudo... se reduz a limite, entdo eu
falei: bom..., acho meihor a gente comegar por aqui. £, eu sempre apto por essa sequéncia.
Falar de limite e, ai sim.. $0 que, abrindo um parénteses aqui, como voceé fez referéncia ao
livro, 84 N30 ... eu n&o dei limite por definiciao. Ta certo?!

Eu usel a ideia de limite..., de maneira intuitiva, percebe?! Né?! Entdo as propriedades
sairam de forma intuitiva também. ..

Q _ E como gque vocé iniciol esse assunto: limite? Como que vocé... iniciou pro aluno?
Joi _ Olha...
O _ Vocé colocou um grafico...? Como que voce inciou?

Joi _ Foi mais ou menos por ai. Eu achei... ahhh... come eles ja tinham trabalhado bastante com
grafico, grafico até da hipérbole que nds fizemos, da parabola... Entdo, nao foi dificil, a
gente... eles ja, clhando no grafico, eles perceberem a idéia de aproximagdo, a idéia de
limite, quando x se aproxima... proxime de a (creio que de f(a)). Entéo foi por ai, exatamente
por ai. Uma idéia de... explorando geometricamente. Eu achei... eu achei mais razoavel por
ai.

Joi _ Porque se podia fazer algebricamente, so né?l, pega a funcdo f(x) = x?, entdo se x... se da
valores a se préximo de 2 e vé o comportamento de f(x). Mas eu achei que grafico...
geometricamente parece que ficou mais... fica... ficou bastante bom pra eles. Eu achei... Eu
fiquei satisfeito.

{..)

O _ Geometricamente intuitiva. ., dai ele vemn pra isso e da essa definicie [apontando a definicdo
formal do livro texto por e e 81

Joi _ Mas eu ndo fago..., eu ndo fiz a definigdo. Entdo. os alunos nao sabem a definicdo de limite por
e & 6. Por enquanto, ta certo?! Eu vou deixar eles trabalharem bastante. ..

O _ Vocé mostrou isso aqui no grafico...?

Joi _ Foi tudo graficamente. Para certas fungbes, se ela é continua... eu faria o grafico... agui por
exemplo,... entdo, quando x se aproxima do ponto p, veja graficamente vocé vé que f(x) se
aproxima do . Entéo foi feito... aidéia de aproximagao. foi explorando geometricamente.

O _ Voce acha que... gquando vocé diz assim pro aluno: X se aproxima de p entdo f(x) se aproxima de
L. © aluno acompanha bem. .,

Joi _ Isso foi natural. Foi uma coisa que aconteceu bastante natural. .. natural. .. sem dificuldade, né?!
0 _ Ail... quer dizer... o limite term um valor! Vocé se aproxirmou tanto que atingiu este valor? Qu

como é que é..?

——
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Joi _ Nao, ndo. Ai vocé... vocé... a primeira coisa ¢ x agui, eu fiz questdo de dizer, que ele se
aproxima do ponte e nac necessanamente ele atinge o ponte. até porque a fungao nem
precisa estar definida no ponto p.

(e

O _ Mas, vocé chega a dizer para o aluno: o limite € isso. Ou seja, ¢ que que € o limite? Como € que
voce diz sobre limite?

Joi _ O limite, o que é? E um numero... o limite o que €? E um nomero, de modo gue a medida em
que se aproxima do ponto p o f(x) tem que se aproximar daqueie namero.

()
{6%Parte)
O _ Voceé fala assim.

Joi _ Escrevemos inciusive. E o Onico numero que envoive o que: se x se aproxima do ponto p,
entdo os valores da fungio f(x) devem se aproximar daquele numero. Quando existir o
numera... & dnica, né?! Ai entdo... o limite é aquele.

0O _ E ai quando eles chegam em limite infinito, por exemplo?
Joi _ Nao. ai... ahhl... Ai voce. .
O _ Al infinito nao é numero?!

Joi _ Nao, ndo & numero. Ai... essa parte de limites infinitos ndo nao tratamos ainca. A gente ta
tatando mais em fungdo continua, derivada. Quando eu chegar no esbogo grafico de funcgao,
funcéo definida na reta, ai entdo eu vou chegar nos limites infinitos. Quando um ponto t {ende
para + «, também.

Mas, ai vocé explora... ache que ndo tem problema também, vocé pode expiorar isso ai
dizendo o seguinte: quando x tende para + «... observe o comportamento da fungio, ela pode
.08 valores podem se aproximar de um numero fixo, ta certo?! De um forma ate...
graficamente vocé fira {ambem x... a no¢ao dele, essa idéa.

()

Certo. Exatamente, aqui vocé nao precisa dizer qual é a expressao que... como @ a fungao.
Mas, pelo aspecto do grafico, ele & capaz de definir... de discernir se existe ou n&o limite.
Como nesse ¢aso aqui que nao tem... isso é perfeitamente ..

=)

(72 Parte)

feac)

O _ Ta. Entdo nao usa isso agui (definigao formal) vocé nao diz.

Joi _ Nao a definigao... vou fazer isso no curse, na passagem do primeiro para 0 segundo semestre.
O _ Voceé pretende dar essa definicao?

Joi _Vou, pretendo. Vou sim.

O _ Vocé acha gue é importante?

Joi _ £... &... € um ponto assim meio traumatice, eu acho.

0 _ Porque?

{-)

-~

b
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Q problema é quando vocé vai manusear a definicdo de limite, assim informalmente. Ai que

comega a surgir o problema. Dado e, vocé tem que achar o 8, de modo que, aquela coisa
acontece.

Vocé quer que acontece aquilo, mas vocé ndo tem a informacgao de quem & o §, ele esta a
determinar ainda, a ser determinado, quando se tem um limite, né?! Dado o e, vocé tem que
achar um & de modo que aquilo acontece. Entao que vocé faz? Bom, vocé vai la na.. na
conclusdo que vocé quer, vocé comega a trabalhar e vocé vé qual é o § conveniente.

()

Eles falam assim: se {x- xq) € menor que . { entao (f(x) - L) € menor que =. Entdo, quem que & o
&7 Muitas vezes o que vocé faz? Vocé vai 1a na conclusio... que vocé quer tirar...

O _ Aonde se quer chegar...

Joi _ E vocé trabalha com aguilo, e ai vé qual é o § conveniente. Para que aquilo aconteca, para que
essa afirmativa implique naquela. E muitos falam assim: mas vocé ndo esta usando a tese?
fRisos]

Eu vou fazer no curso até porque a gente ndo pode fugir. Mais cedo ou mais tarde ele vai
se& deparar com esta definigdo, entdo eu vou fazer isso... et vou parar uma aula... um tempo,
e vou dar uma discutida sobre iss0.

Mas... ndo vou explorar muito ndel! Nao vou fazer isso.

O _ Certo. £, quando vocé for dar essa definicdo aqui, como vocé fala isso aqui, essa definigac?
Como vocé fala? Como voceé fala isso em relacdo a essa idéia intuitiva de linite a que vocé
chegou?

Joi _ Olha, ai. Bom, eu faria 0 sequinte, Eu partiria daqui, ta certo? E ina tentando o outro lado, né?!
Iria tentar fazer com que ele despertasse para a situacdo, né?! Aqui, o que significa x estar
proximo de p? A distancia teria que estar pequena. £ diminuir. Entdo, o que acontece quando
X esta proximo de p? Entdo ¢ f{x) deve estar proximo de .

A forma intuitiva de limite. Estar proximo de _, entdo & diminuir. Entdo, para x
suficientemente pequeno, entdo o que que acontece? Pelo grafico... por isso que eu acho que
o grafico € bomn, nesse ponto né?! Para o x suficientemente pequenc..., ndc. Para o x
suficientemente proximo de p. o f(x)..., desde que ¢ limite exista, o f(x} deve estar proximo de
L. Estar préximo é estar a distncia entre os dois cada vez menar.

O _ Distancia vocé traduz em modulo.
Joi _ Certe, em modulo, exatamente.
{.)

Joi _ Eu ndo sei se olhando dessa forma... formal até, vamos dizer assim, ele percebena... ele
conseguiria traduzir isto {definicdo por ¢ e 8) geometricamente, por isso agui (interpretacac
geometrica da definicdo). E acho que... por isso, eu optei em fazer geometricamente, fazer
esse trabalho com limite € ai depois fazer essa passagem (para a definigéo formal por e & &).

O

Ail, num momento eu vou fazer um parénteses e vou dar a definicdo de limite, destacar
para eles a definigio pore e 4.

0O _ Porque por enquanto vocé escreveu: limite € um nomero..., ndop € issa?
Joi O que que € o limite?

(-.)
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Joi _ Certo. Entdo quem € o limite? Notagao... f(x) quando x se aproxima de a € € o numero L.
percebe?! Entdo... aqui, qual € o significado dessa sentenca aqui...? Os valores de f(x), eles
se aproximam de L, a medida em que x se aproxima de a, e aqui eu friso bastante. x
diferente de a.

0O _ T3, ta. E no caso da f continua?

()

Joi _ Uma fun... geometricamente se falar assim... bom... que claro. & uma guestdo de vocé também
explicar o que se quer entender por continuidade. 73 certo? Entdo ai a primeira coisa € falar:
‘nés queremos agora estudar graficos, fungdes cnde o grafico ele ndo tem... ruptura de
espécie algurna.

Entao para ndo ter ruptura ai, qual o valor que vocé deve dar para a fungdo no panto a,
né? Entio o valor no ponto a tem que ser ¢ valor L que € o limite dela. Percebeu?

(..)
(8° Parte)

O _ E ai, se voce disser para ele, por exemplo, eu posso dizer ela & continua aqui. e ai voceé fala...,
essa funcao nao é continua porque ela tem um salto e essa daqui tem uma ruptura. mas ai...
eu posso dizer, por exemplo, ela @ continua, ela € continua aqui.

Joi _ Ah! Sim, ndo, ndo. Mas ai quando se fala em continuidade, é continuidade no panto.
O _No ponto a.

Joi _ No ponto a, € claro!

O _ E limite também?!

{..)

Joi _ Olha, inclusive eu friso bastante durante... vocés observem o seguinte quando nos falamos em
continuidade, quando nés falamos em derivada, entdo vocé fala que uma fungdo tem
dernvada, ela & continua no ponto, ta certo?!

{.)
Entéo, vacé define a nogdo de limite, de continuidade, de derivada, no ponto. E pontual.
{.}

O _ Entdo, veja bem, a nogdo de continuidade gque o aluno traz de uma linha continua, ela ndo bate
assim totaimente com a definigdo que a gente da de continuidade.

Joi _ Mas, mas quando?

Q _ Porque a definicio que vocé da de continuidade, 0 aluno enxerga agquilo ali uma linha continua?
Nao! Nao enxerga.

Joi _ Certo Ali nao.

(-

0O _ Pois &, tern que insistir no ponto.

Joi _ No ponto. Claro todas as defini¢ées. ..

O _ Agora, a nogao dele [aluno), que traz de continuidade € do grafico, ampla.
Joi _ Certo.

O _ Essa é a diferenca que eu estava colocando.
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Joi _ Certo. Agora guando... O gque significa ela ser continua num intervalo aqui? Entao. ai vocé

pode... geometricamente o grafico tem que ter um aspecto semelhante a esse ai. De uma...
uma... linha. Ta certo?

()

O _ Eh... no caso de limite também que vocé pega por um exemplo pontual, vocé disse que insiste
no ponto, no ponto né?! E ai vocé vé limite no infinito... qual é o ponto?

Joi _ Nap, ai ndo. Ai se tem que... (sorriso) ai... ai ndo tem ponto, ta certo?! Ai vocé estende a
nogao... & uma outra analise. Por exemplo, quando vocé analisa. ..

O _ Mas nao é limite™

Joi _ Nao, tudo bem. Nem todas as Marias sdo iguais! Entao veja bem, vocé tem que dar sentido a
isso. Vocé pode ate usar a mesma, a mesma netagdo, né?! Mas vocé vai explicar agora, por
exemplo, este fato agui. Limite quando x tende para + «. Primeira coisa, issoc aqui ndo é

ndmero. Entdo esta... este simbola aqui, efe demanda uma explicacdo, ta cerfo?! Entdo vocé
pode dizer pra eles o que?!

(..)

Joi _ £ o limite ai depende dele, né?! Depende da fungdo, ta certo?! Pode acontecer o seguinte, ou
poderia ndo existir, ou poderia dar um nimero real, ou isso aqui tende a ser limite, dar um +
ou - infinito.

O _ Entao o limite ai passa a ndo ser mais um nUmero, como voce tinha escrito, "& um numero”.

Joi _ O ponto limite, sim. Nao & um numero. Aqui nesse caso sim, o limite &€ um numero. Agora, aqui
j& nao é mais um ndmero. Entdo, aqui se traduzinia, qual seria uma farma assim?!

()

C _ Entdo vocé acha por exemple, que o livro... quando vocé fala pro aluno: "limite €", "tende a" ou
"se aproxima” de L, vocé acha que isso significa a mesma coisa para ele?

(.

Joi _ Olha, pelo menos, eu pretendo que sim! Porque se ele entender dessa forma, ta certo ne?!
Procura a fazer com que... ele sinta essa idéia, né?! Agora se eu colocar aqui...

O _ + infinito.
-

Joi _ E.. pra onde... Ndo vou dizer de onde ele se aproxima porque nac teria sentido. ta certo?!
Entdo, acho que volto a insistir, ela & ilimitada.

0 _ Entéo, mas ai o iimite passaria a ser o qué? A tendéncia? O "tanto" ac qual ela se aproxima?
Paorgue ndo & mais um numero!

Joi _ Nao. Ela.. eu... agora {riso] ndo sei como nds diriamos ai, né™
(%)
{9® Parte)

O _ Cu seja, guando vocé fala "se aproxima" da idéia de que tem alguma coisa 18 e que ele ta se
aproximando.

Joi _ Cerfo. Nesse sentido, da aproximacdo. Que ndo € ¢ caso aqui. Entdo aqui deveria tomar o
cuidado de dizer: olha, estes valores agui, eles crescem... com esia frase aqui nods
pretendemos expressar a seguinte idéia, a seguinte idéia, que os valores f(x) séo maiores gue
qualguer quantidade que vocé imaginar, desde que para isso vocé escolha © X
suficientemente grande. Entdo, € no sentido disso daqui... sempre ¢resce, cresce mais e
mais...
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Por isso que a gente usa a linguagem H(x) tende para + x.
(...)
O _ Certo. Mas agui também pode ser assim, né?! Ela pode tender pra ¢ sem assumir o valor £,

Joi _ Certo, mas 86 Ligia, vocé vai usar nos dois casos 2 mesma linguagem, sé que as situagies sdo

diferentes. Agui por exempio, vocé fala a fungao se aproxima de um numero /4, e aqui, de
fato, isso € um ponto de onde os valores de f{x) se aproxima, € vocé ndo tem essa situagao

aqui { i“.g f(x) = + «). E por isso que eu acho que vocé usa a mesma linguagem, a mesma
maneira de escrever. ..

(..

O _ E se vocé nao falar de limite? Tem jeito?

Joi _ Mas... e falar do qué?

O _E falar do qué? Como & que vocé faz derivada?

Joi _ Sem limite? Como assim derivar...?

(...}

{102 Parte)

[Ainda sobre a defini¢do formal de limite]

Joi _ Eu acho que ele ndo faz. Ndo faz. Entdo esta aqui {definicdo formai) & uma etapa bem na frente
dessa jdéia. Geralmente.., curso de calculo, né?! Oh! tem que ser por £ e 8, vamas fazer,
ne?! Mas...

{.)

O _ Puis €. E ai &8s vezes pra um aluno, por exemplo, de curso de administragao, ou de ... mais ligado
a..

Joi _ Mais técnico.

O _ ... a area mais técnica, de engenharia civil, vocé evita de dar, ne?!
Joi _ Eu jamais daria esta definigao!

O _ E, voce fica aqui [visual-geometricol.

Joi _ 84 nessa ai, né?

Q _ Ja pro aluno de Matematica, vocé sabe que ele tem analise e outras coisas. vocé entra aqui
{definicAo pore e 8).

Joi _ Ai euacho... Ele vai...

O _ Entdo vocé acha gue &, se vocé pegar um aluno de |4 do curso de administragdo e um do curso
de matematica. vocé deu o0 objeto limite pra eles digamos assim, vocé acha gue ambos
constituiram o mesmeo significado de limite? Eles tem o mesmo objeto?

Joi _ Olha, ai o seguinte...
0 _ Podem produzir ¢ mesmo objeto?
Joi _ Eu acho que eles tém chance de formar, mas se vocé também conduzir,

FPorque no sequinte sentido, vamos supar que no curse de rmaternatica vocé deu a énfase
por aqui [def. de ¢ e §] e.Ja, por isso aqui, jvisual-geométrico de limite} numa forma mais
geomeétrica, intuitiva.
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Se vocé colocasse, se eles dois forem colegas de republica, eles ndo vac perceber gque
estdo falando a mesma coisa. Com certeza. eu acho. Claro, vocé ndo pode afirmar porque.
de repente vocé & surpreendido com... ele percebeu exatamente, essa sentenga aqui eie
percebeu exatamente o que ela traduz. Mas eu acho... claro, € um sentimento, né?! Eu acho
que eles nao vao...

()

Joi _ Aquela é mais... vamos supor, & mais natural, vamos pensar assim. Mas depois a gente vai
conduzir os alunos pra essa outra definigBo. Ta ceno?! Aos pouquinhos ele vai ver um
pouquinho de Calculo |, no Calculo |1 ele pode retomar um pouco isto ai,

(...

Joi _ Eu vejo. T4 certo?! A gente ja sente, agora, claro que o aluno, ele vai ter dificuldade pra sentir
issq, 14 certa?! Essa ponte ai... ne?!

(.0
O _ Vocé faz esta [intuitiva, visual-geométrical pensando naquela [defini¢do por & e & do livrol.

Joi _ E a gente j4, né?! Faz essa aqui, né?! Até sabendo que tem essa outra forma, o que &
aceitavel, né?! Chega num ponto do curso que vocé tem que abrir mao dissc e usar aguela
[def. por € e & do livro]. Até... vocé tem que fazer isso, né?! Essa & a definicdo aceita em
matemnatica, entdo chega num cerio instante entdo, o alung tem que saber também trabalhar
com a definicdo aceita como definigdo de limite.

(..}

(112 Parte)

O _ E vocé intraduz derivada simplesmente como limite?! Como € que vocé inicia esse assunto?
Joi _ Qiha, eu inicio... eu falei no problema da tangente. Eu comecei por ai, ta certo?!

G _ Qual problema? Um especifico, ou...

Joi _ N3o, quando vocé traga tangente a uma curva. Comoe que eu vou tragar uma tangente?!

O _ E qual a idéia que ¢ aluno tem de tangente?

Joi _ A idéia que ele tem, sabe qual €7 E a reta que toca a curva num Gnico ponto. Essa é a idéia
que ele temn.

()
0 _ Entdo o motivo, a motivacao inicial seria por reta tangente.

Joi _ E. derivada. E, eu sai por ai, ta certo?! Uma escolha, né?! Entdo, depeis vocé faz também
usando a interpretagdo fisica, de velocidade... E onde também vocé pode explorar a
derivada, ne?!

(.

Jot _ Ainda surge o limite, a inclinagdo da tangente. ta certio? E quem e a inclinagdo da tangente?
Na hora... eu ja percebi gue em certas ocasides, parece que isto © pessoal ndo percebe.

O _ Entao, primeiro vacé define a reta tangente como um limite de uma reta secante. Ai depois vocé
pega o coeficiente da reta tangente. ..

Joi _ Da secante. Entao, quem é ele? O coeficiente da tangente? E o limite dos coeficientes da
secante. isso foi na hora, define né?! Quem & a inclinacdo? Foi assim uma coisa que me
deixou até alegre, que eles falaram: olha, a inclinacio da secante. da tangente, ne?!

E aquele limite... voceé tira, tem dois pontos, nas verticais, ai ¢ coeficiente angular vocé tira
ne?! Ta certo?!
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O _ Eles sabem...

Joi _ isso ai sabem, entdo surge naturalmente esse limite aqui. Ai vocé fala; ¢, definiglo. esse limite
ey vou chamar de derivada.

()

(122 Parte)
O _ Como que por exempio, na hara que voceé fala pra eles. voce fala isso daqui? Como que vocé 1@
isso daqui?

Joi _ Ah! Eu leio como esta escrito.

O _ Como?

Joi _ Limite de h quando vai pra zero de f {x + p) - f (p) sobre h.
O _ E quem € esse h?

Joi _ O h & um nimero real, diferente de zero.

O _ Um nimero real diferente de zero, e ta tendendo a zero?!

Joi _ Tendendo a zero. E o limite quando h tende a zero daguele guociente. Entdo, ai a férmula de 1&
€ a férmula usual.

{.)

O _ Entdo a reta tangente com limite de uma reta secante, a reta tangente pode ndo existir, ndo €
iss0?!

Joi _ ... a existéncia da reta tangente, ela ndo estda garantida. A definicdo ndo garante, la e
condicional, né?! Se a reta secante se aproximar de uma unica reta. esta reta eu vou anotar
como reta tangente. Mas... o interessante € que muitas vezes eles ndo percebem. Entdo
que... E um condicional, repara?! Se existir essa, essa. .. o limite, a reta limite, né?!

Entaoc é bom, € sempre bom destacar que pade nio existir a reta limite. Ou, depois. ..

O _ E ai muda também um pouco a conctagdo de limite né?! Par que estava falando de limite como
sendo um numero real e agora vocé fala de limite como sendo...

Joi _ Uma... uma... uma entidade geomeétrica, né?! Certo?! Muda também, né?! Mas, a2 mente
humana, nesse ponto a gente aaa... O elemento mudou, primeiro era fungdo, e agora vocé
esta trabalhando com retas, mas a idéia, o curioso € que a idéia permanece. ng?!

0 _ Qual & a idéia que permanece? O que gque vocé acha?!

Joi _ A idéia de vocé ter uma identidade, uma identidade, um elemento né?! Um ente matematico
que nao necessariamente &€ uma fungdo, ele pode se aproximar de um outro, ta certo?! Que
no caso ai sdo retas secantes se aproximando de uma reta fixa né?! Ta certo?! Quer dizer,
nesse ponto vocé pode observar que ndo ha nenhuma dificuldade dos alunocs em. em aceitar
tambem essa aproximacao atraves de retas. De uma reta se aproximando da outra. Sério.
Como que se define a reta tangente sem se saber o que €7 Vocé vai adotar que é aquela?!
Que & agquela...

()

2 - £ uma questdo de se chamar de derivada. mas né?! Porgue... sO da licenga um pouquinho, os
alunecs ficam t3o assim pregcupados com derivada, derivada, porgue até fiz de propdsito, nos
trabalhamos bastante com esses limites Ja no comego, e falamos: 6, isso aqui vocés vao
lembrar |2 na frente, né?! Porgue quando vocé chega pro aluno e fala: o que e derivada?

Eles vém e falam isso aqui: é a f '(a).
O _ Isso & o que fica de derivada.
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Entrevista n® 3 (transcricao de gravacao - “audic”)

Turma de CALCULO | -
52 alunos O _ Entrevistadora (pesquisadora)

Assai _ Professor_entrevistado

{12 Parte)
O _ Que tipo de turma de calcuio voce trabalha este semestre?

Assal _ Neste pericdo estou trabalhando com uma turma de Calculo | da Engenharia
Mecanica; 1° periodo do curso.

O _ Caleulo |, Engenharia Mecanica. Quantos alunos em media?

Assai _ .. Hoje eu apliquei uma prova, apareceram 53 alunos. Normalmente a média é de
45 a 50 alunos diariamente.

O _ Vocé adota algum livro?

Assai _ Eu tenho adotado alguns texios basicos, mas nao especificamente um livro. E... eu
costumo inclusive dizer aos alunos que estes textos sao bastante similares (...}

(...)
Assai _ ..E quase sempre eu sigo uma ordem que eu acho mais funcional. {...)

O _ Mas vocé tem uma determinada sequéncia? Assim, por exemplo, numerops reais,
fungdes...alguma seqiéncia que vocé costuma seguir?

Agsai _ Tenho. Eu costumo sequir a parte de numeros reais, intervalos, e tal, fungbes e
graficos, e dai entra para as nogdes...sobre tudo nogdes...e...geomeétricas de limite, denvada,
ne?!? e... quer dizer, a continuidade.. Mas eu trabalho bastante nessa fase, sobretudo inicial
do curso, com uma no¢do mais geometrica, sobretudo, porque o aluno nao esta muito
acostumado com esse linguajar mais sofisticado, mais formal da universidade como um todo.
Ele vem de um segundo grau onde ele era amparado muito pelo professor, vivia mais perto
do professor, e, dentro da universidade, os professores s6 aparecem na sala de aula, quando
aparecem.. (riso).

O _ Ah, é?! £ _em termos de seqléncia vocé acha assim...uma necessidade muito grande os
alunos verem numeros reais como parte dos...,sendo o conjunte que compde-se dos inteiros,
racionais... & depois completar os reais.. e depois passar para fungdo? primeiro...ou eles ja
vérn com uma nogao basica disto, que vocé pode trabalhar a partir dela?

Assai _ Normalmente eles ja vém com uma no¢do. O que eu fage em sala de aula é sondar
os pontos onde eu vejo mais problemas é. sobretudo no que diz respeito a nomeros
imacionais, por exemplo, a no¢ao que eles trazem errada de raiz com “+" ou “-" tanto, raiz de
4 igual a + 2, quer dizer, sd0 alguns conceitos que ndo estdo bem formalizados na cabega
deles. Mas a...0 todo, numerc real @ numeros. ..

0 __ Vocé acha que eles tém idéia do que é um numero real?

Assai _ Nao sei se eles tém uma idéia, mas geometricamente eles sabem como & que
funciona...em geral.

O _ Como funciona?

Assai _ Na reta ele sabe gque, existern pontos que nao sdo racionais...pelo menas isto eu
tenho notado nos cursos da engenharia que eu tenho dado. Entdo eles tém conhecimento de
nameras imacionais, da existéncia de niumeros irracionais, né!?, embora ndo usem isso no dia
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a dia de 2° grau, mesmo porgue muitos professores. até mesmo de Matematica, toda vez que
aparece uma raiz ou qualquer outro numero irracional, eles acabam tfecando isso por um
numero. ..decimal, aproximado.

0 _ E...vocé fala dos numeros reais como sendo a unido dos iracionais e racionais?

Assai _ E, normaimente sim. Quer dizer, mostro a existéncia de numeros que ndo s$30

racionais, né!?, normaimente eu chamo a atengdo pra iss0, como J2 que em geral é mais
simples, e...coloco numeros reais, porque nac da para fazer umn trabalho mais aprofundado.
Qualquer coisa aii, teria gue sefr dentro de um curso de analise ou algo parecido, em termos
de nameros reais, de conjunto de nimeroes reais, a estnitura e ta

{..)

... eptao, precisa conhecer talvez com um pouco mais de seguranga alguma coisa sobre os
nimeros reais, mas o conceito propriamente de numero real ele nao tem muita necessidade
disso durante o curso.

(22 Parte)

Assai _ € funcdes é..de pnmeiro grau, do segundo grau, fungbes tipo escada, fungéo
moddulo, as fungdes trigonometricas e algurnas variagdes: senfax), a senx, cos (bx}...

© _ Ai vocé acha que quando fala, na frente, de alguma dessas fungdes, ele ja tem condicdes
de lembrar porque viu hd pouco tempo.

Assai _ E. Exato. Isso.. trabalha com os graficos dessas funcdes, entdo ele ja tem na cabeca
essa fungdo, € mais simples.

O _ Porque algumas delas, de primeiro e segundo grau, por exemplo, de equagdes lineares e
quadraticas, eles véem um pouco no 2° grau.

Assai _ Véemn. Sdc as que eles mais véem na verdade. Eles véern as fungdes
trigonométricas também, mas de uma forma talvez mais decorada do que entendida. Eles
gsabem, a funclo de segundo grau sabem que € uma parabola. mas eles ndo tém muito bem
o dominio de como & o grafico dessa parabola ou como sdo os graficos. Entéo eu acho que
essa visde é importante. A funcdo escada ajuda muito quando vocé esta trabalhando com
limites laterais e tal...Entdo € uma funcdo simplesinha que ja te dd uma idéia de...de limites
laterais diferentes, néi? Entao ele ja vé geometricamente encima daquilo. Entdo eu acho gue
estas funghes elementares frabalhadas antes, ie propiciam uma série de exemplos, ja
canhecidos pelos alunos, quandoe voce vai trabalhar com as nogdes de limite.

O _ Al vocé vé essa seqgléncia: numeros, funcdes, limite, derivada... Vocé acha que esta
seqUéncia € quase gue uma seqiiéncia obrigatona no Calculo?

Assai _ Nao sei se seria obrigatoria. Eu acho que pra mim £ bastante confortavel. E para o
aluno ndo é ruim. Né!? Eu...pelo menos a experiéncia que eu tenho com aluno de 1° periodo,
nessa parte, essa segiéncia tem se mostrado bastante boa. Eu vejo inclusive alguns (extos
que antecipam a nogdo de declividade de curva generica sem ter falado em derivada e coisas
deste tipo. Eu ainda nao sei se isso € bom ou é ruim. Mas eu prefiro ir do mais concreto para
o mais complicado. Net?

Q _ Vocé acha que... fimite & menos complicadoe do gue derivada, pra eles?

Assai _ Nao. Eu, a nocho de himite € muito mais complicada do que a idéia geometrica de
derivada. A idéia geométrica € muito mais simples, a de derivada. So que, na hora que ele
vai calcular, ele precisa saber calcuiar limites?

O _ Ele nao faz derivada sern timite? E isso?

R

e




Assai _ Eu acho que nao. Quer dizer... fica dificil para o aluno fazer uma derivada sem limite.
Mesmo porque, quando vocé define a derivada, vocé define como limite de declividades.
Nel?

()
(3* Parte)

0 _ Como que vocé trabalha, como que vocé me explicaria essa “nogao de limite"? Que voce
esta falando, a nogdo intuitiva. ..

Assai _ A nogaoe intuitiva € uma nogao de proximidade., muito embora isto seja uma coisa
muito relativa, porque o que & préximo pra eles ndo é proximo para a matematica, ne!? Pro
aluno, vocé fala proximo, ele acha que proximo & . .basta t3 pedinho, ne!? Mas
matematicamente, o que visualmente esta prdximo pra ele, matematicamente pode nao estar
préximo ou suficientermente préximo. Entdo € uma no¢do complicada, mas & encima disso
que eu particularmente trabalho; com essa nogédo de proximidade. Quer dizer, f(x) estara
proximo de alguma coisa quando x esta proximo de algurn valor. Entdo essa idéia é uma
idéia bastante intuitiva, que & por onde eu comego na verdade, pra depois fechar essa no¢ao
intuitiva com a definicao mais sofisticada de limite, embora eu nao trabalhe com ela dentro do
Célcule. Pessoalmente, eu ache que ndo € o lugar para se trabalhar a definigao de limite com
¢ e §, e outras coisas.

0 _ Entao vocé passa o limite para o algoritmico, para as propriedades logo e so trabalha
com elas? Praticamente; ao fazer derivada.

Assai _ E sobretudo, &.. talvez até mais! Eu talvez seja um professor muito simplista nessa
histdria. Porque... de fato, de fato, apds definida, apds trabalhado um pouquinho esse
conceito de limite, eu vou pra... continuidade de fungdes e ja trabalhando com uma serie de
fungdes continuas como que listadas, ne!? Quer dizer, algumas a gente mostra que sdo
continuas, mas outras sac realmente dadas, essas sac continuas. Porque o gque acontece
normalmente @ que os problemas tanto de limite como de derivada, que nao deixa de ser
problema de limite, acabam é..se transformando num problema de vocé pegar uma
indeterminagdo, de uma maneira geral, e transformar pra uma expressdo que seja uma
expressac continua, atraves de algebrismos. Entdo, quer dizer, uma vez que ele percebe que,
através dessas operagbes algebricas. ele acaba transformando ou saindo de uma
indeterminacio e obtendo uma expressio que € uma expressdo continua, ele ja sabe que o
limite daquela expressdo & ¢ valor da expressdc no ponto, e dai ele vai. E..o que é
complicado & voceé falar em derivada ou ern limite, eu acho, sem chamar atengao para esses
pontos. Quer dizer, por que que em um determinado ponto eu tenho que fazer um conjunto de
algebrismos e, a parir de um certo ponto, eu simplesmente substituo o valor. _que se propos?

O _ Se vocé ndo fala nada para o aluno e ele vé, por exemplo, [a lim x -4 | ele tem que

X 42 =
chegar a uma resposta, disso dai vocé acha que ele ndo simplifica? Sem olhar para o
dencminador onde ele é zero?

Assai _ N&o sei se simplifica. Realmente nao sei. Porque a tendéncia normal e fazer o qué?
E pegar e substituir 1a o valor, né!? Entdo ai deu zero sobre zero, ele fica atrapalhado na
frente daquilo.

Q0 _ Vocé acha que ele fica atrapalhado. E a saida dele entao € perguntar se pode
simplificar...ou... ?

Asgsai _ E. normalmente eles perguntam: “por que que pode simplificar se ¢ "negécio” &
valendo zero...como € que eu posso simplificar?” Né!? Entdo ai é que vem aguela nocao,
talvez mais refinada, que a gente ta se aproximande do ponte mas é sempre diferente do
ponta, né!? Entdo na verdade vocé estd simplificando por valores que naoc sdo 2ero. Entéo
€55as coisas a gente chama a atengao deles, né!?

(..
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O _ Ele sabe que a coisa funciona assim. Mas 0 que...0 que vocé acha que ele pensa... gue €
limite pra ele? £ um nimero..? O que é o limite? Limite é “algo™? Como & que ele pensa
limite. né!? Porque a idéia intuitiva de que x ta se aproximando de a entac o f{x) vai se
aproximar de algo. .

Assai _ Hum-hum!

O _ Que algo é esse? Que seria entdo o limite, pra ele? Vocé acha que eies pensam isso ou
nao, nestes termos? Se preocupam com isso?

Assai _ Ndo, acho que ndo. Quer dizer...ver de fato. .quer dizer, acho que eles calculam o
limite, eles tém a idéia do que é que eles estio fazendo, porque eles aprenderam por ai , ne!?
E...vendo geometricamente como & que a coisa funciona, encima de graficos...

C _ Pois é, dai eles caiculam, encontram ia um ndmero, por exemplo.

Assai _ E, mas dai eles ndo fazem, em geral ndo fazem...a volta, quer dizer, eles ndo vao
verificar realmente _ essa fungdo estd se aproximando? _ Eles ndo estdo vendo isso. Eu
acho que ndo véem.

0 _ Quer dizer, fazem os calculos assim meio... imediatos.
Assai _ Automaticamente.
0O _ Al encontram um namero, o nimero € o limite pra eles?

Assai _ O numero € o limite pra ele, e acabou. Quer dizer. eles ndo v3o pesquisar o que que
isso significa em termos daquela expressao; isto eu acho que eles ndc veoltam para saber, a
preccupacao maior € calcular ¢ limite.

158
{42 Parte)
0O _ Como & que vocé costurna falar - o limite é...

Assai _ £, normalmente eu digo que a fungao tem limite se aquela expressao se aproxima de
um namerc real, finito portanto. Entdo sempre que a fungdo vai pra mais ou pra menos
infinito entac nac tem limite. Entdo essa é a conceituacdo basica. Entdo é...dai um pouguinho
aparecem aquelas descontinuidades removiveis, entdo a idéla de a fungldo estar se
aproximando de algum valor quando x se aproxima do ponto, ela entra ali com
bastante...quer dizer, muitos aiunos percebem que eles podem usar essa idéia de limite, da
funcao estar se aproximando (...}

()

O _ E, por exemplo, se vocé esta dando auia pra alunos de matematica, ou aiunos de
engenharia, ou alunos de arquitetura, ou de administragac, a sua maneira de agir, de tocar
nastes problemas é sempre o mesmo? Nao?

Assai _ Nao, normalmente varia e varia relativamente bem ate, Né!?
O _ Por que?

Assai _ E muitc em fun¢do da... do proprio nivel de conhecimento envoivido nas turmas, Eu
ja dei aula pra ciéncias bioldgicas, ja dei aula pra matematica, ja dei aula pra administragao,
...pra ciéncias contdveis e pra engenharia da computacao, quer dizer, a gente nota o nivel de
conhecimento bem diferenciado entre estas turmas. Entao vocé precisa adequar muito, nao
s6 em termos de exemplos, embora isso ndo seja muito relevante _ exemplos especificos _
eu nao vejo como muitc relevantes, aplicacbes especificas; mas o palavreado € fundamental
nisso dai, a bagagem de conhecimerio que ¢ aluno traz, ela € muito diferente de um curso
pra ouiro. Sobretudo se vocé pega um curso de alta competigdo no vestibular, que provoca
uma selecdo muito grande, eles vém com um nivel de cultura diferente porque eles
pertencem a status sociais diferentes.
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O _ Vocé acha gue isso faz uma diferenga, consideravel.

Assai _ Faz uma diferenga muito grande. E a gente nota inclusive €...a maneira do aluno se
reiacionar com o professor & diferente.

(i)

O _ E. esse aluno quando vocé diz pra ele, esses alunos talvez, gue vocé considere gue
tenham um conhecimento mais heterogéneo no vestibular, na entrada do vestibular, um
pouco “mencr”, vocé acha que eles tém mais dificuldade de entender ¢ nesso linguajar

enquanto professores de matematica, do tipo “se aproxima de”, "& vizinho", “tende a”°, do que
o0s outros? cu ndo?

Assai _ Nao. Eu acho que nao, desde que seja um linguajar, vamos dizer, comum. Porque
quando vocé fala ¥ se aproxima de”, na cabega dele ale tem um entendimento, mas na hora
que vocé comega a complicar as coisas e comega a colocar uns buraquinhos no meig, nél?
De modo que o “se aproximar de” ja ndo, comeca a ndo bater com a idéia de estar perto que
eje finha 13, ai vocé comega a complicar; entre dois racio...entre dois reais vocé tem, entre
dais irracionais voce tem um racional, e entre dois. ., isso ai ndo bate muito bem pra eles.
Entac esses conceitos mais refinados ndo se encaixam, ey acho que de uma maneira geral,
pra nenhum aluna que esta ingressando dentro da universidade.

£

C _ E essa igéia fundamental vocé acha que cobra da mesma forma pras turmas de
matemnatica e administragio. por exemplo, ou é de maneira diferenciada?

Assai _ Nao, eu acho que basicamente é a mesma. Porque a idéia fundamental por idéia
fundamental vocé tem que cobrar a mesma coisa; talvez o lipo de exercicio que vocé use
para cobrar estas idéias seja um pouco diferente, vocé pode usar um medelo mais simples
numa turma de...ee. vamoes dizer assim, de um nivel mais baixo, né!? e um modelo mais
sofisticado pra uma turma mais esperta, mas o que vocé vai cobrar, essencialmente € a
mesma coisa.

O _ Por exemplo, num final de curso de Calculo |, se vocé pegar um aluno de..la de
administragao e pegar um aluno de matematica e perguntar ¢ que gue & limite para um, ¢ gue
que & limite para o outro, vocé acha que as respostas vio ser parecidas, iguais, diferentes, ou
eles podem se entender ou ndo se entender?

Assai _ Nao, pra eu considerar que esses alunos tivessem feito um curso e tivessem
chegado ao final do curse com um conceite €. .bem feito, eles teriam que responder
essencialmente a mesma coisa. Tal? Porque no final 0 conceito € basicamenteé o mesmo,
pelc menos a idéia & a mesma.

O _ O conceito que vocé faia af seria aquela idéia intuitiva?

Assai _ £ de proximidade, de uma visao bem geométrica. Pelo menos essa tem que ser
exatamente a mesma. Agora, a sofisticacdo dessa idéia € que vai depender de cada... de
cada grupo; mas a idéia fundamental tem que ser a mesma.

()
(52 Parte)
0 _ Ai, vocé da limite, da derivada baseada em limite,..e depois voca fala em diferencial?

Assai _ Falo em diferencial. Falo diferencial é...usando o conceito de... forma bilinear, até,
mostro ac alunc que existe isso, mas o que aparece em lermos de diferenciais, dentro dos
livros de Calculo 1, ndo € nada daguilo, de maneira que € outra coisa, pra mim nio faz sentido
eu ficar ensinando uma coisa que eles ndo vao, no dia a dia deles ali, eles ndo vao ver nada
daquilo.

O _ Como assim?
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Assai _ Porque é a ...a diferencial na verdade acaba sende uma fungdo, de duas vanaveis
net? Ta certof? Do ponfo e da vanagdo; entdo, quer dizer, ja comega que essa idéia nao e
uma ideia...(interrupgao da fita de gravagao)

...Entéo, a idéia de diferencial, como fungfo de duas variaveis, € uma idéia que ndo se
pode...& € ou pelo menos a gente ndo tem condigdes de trabalhar, porque ¢ aluno esta
trabalhando com funcdo apenas de uma variavel e, além disso, também ainda ndo trabaihou
com fungdes bilineares, ou com funcional linear ou coisa desse tipo, entdo nao da pra vocé ir
muito longe, mas eu sempre chamo atengao do aluno de que diferencial ndo € nada daquilo
que a gente vai fazer, porque ¢ que se usa de diferencial, na verdade, é definir dy/dx como
vanacado de y sobre a reta tangente, ou seja, € um vaiocr aproximado de Ay, da variacao da
funcdo, entdo é isso que ele vai usar ali, € nada mais que issc, na verdade. Ele pode depais,
voltar com a expressdo diferencial de uma fun¢do como f'(x) dx , pra a parte de integracao.
Mas...

(..)

Assai _ £, exato. Na verdade o que acontece é que eles [referindo-se aos livros de

Calculo] acabam fazendo com que o limite de “A” seja o “d", basicamente & isso. O limite
de um Ay éum dy, olimite de AA & dA, eles quase que... intuem ao alunc essa ideia,
obrigam o aluno a pensar assim, onde vocé tem “A", e vai calcular o limite, vocé substitui por
“d"; que &€ a histdria do limite de Ay/Ax ser dy/dx que € a derivada da fungdo.

()
(6* Parte)

O _ Vocé nunca tentou jogar limite mais pra frente depois que vocé deu derivada? Deixar ele
calcular derivada s6 aproximando pela secante, quando a secante tende para a tangente?

Assal _ Nao.
O _ Sem usar a idéia de limite!?
Assai _ Nunca.

© _ E...nunca pensou em inverier a ordem, por exemplo, dar primeiro a parte de integragéo,
Teorema Fundamental, cilculo de areas, para depois vir a dar limite e derivada? Cu seja,
fazer uma inversdo de ordem!?

Assai _ Nao, também ndo. Eu acho que inclusive isso € conseqgiéncia do ... come € que eu
vou dizer!? ...da cristalizacdo das coisas. Vocé aprendeu assim, os textos normaimente
trazem as coisas assim e a gente acaba se acomodando a essa situagdo. Né!?

O _ Mas vocé vé com bons olhos uma tentativa dessas?

Assai _ Eu ndo sei se trocar integral e ndo sei que 13, nel? perque de repente fica meio
complicado se ele nac tem idéia. E...quer dizer, sem fazer referéncia a fungdo inversa,
derivada e tal..N&o sei, eu nunca tentei, reaimente fica complicado; e nunca pensei em
tentar, entdo eu ndo sei se funcionaria também. Mas alguns textos ja trazem, por exemplo, a
ideia de derivada, declividade de curva, antes da idéia de limite. Entdo, eia ndo & uma idéia...
totaimente maluca, pelo menos.

0 _ Vocé ja deu uma olhadinha, neste tipo de texto?
Assai _ Ja, mas normalmente eu preferi seguir os...
O _ Cutros.

Assai _E.

19,9.8.6.4
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Entrevista n° 4 (transcricao de gravacao “audio-visual™)

Turma de Calculo
O _Entrevistadora (pesquisadora)

Alp _ Professor entrevistado

{12 Parte)

0 _ Esta turma de Geologia em relacao a esta disciplina que tem como base ¢ Calculo Diferencial
Integral, vocé acha gue tem diferenca em relacao a cutras tunmas que voceé ja teve? Vocé nunca
tinha dado aulas antes para a Geologia?

Alp _ Sim. Eu havia dado aula o ano passade, mas somente no segundo semestre. Esta € uma
disciplina anual de 3h por semana, e o ano passado eu peguei 0 curse andando. Mas percebi que
os alunos tinham uma certa aversdo pela disciplina e dificuldades.

Esse ano, dando aula o ano todo, eu me propus a pensar mais criticamente sobre o curso
deles.

{...)

0 _ £. Eu também tenho observado a classe e noto que tem horas que eles se engajam bem, e em
outras parece que ndo. Eu fico pensando qual seria o motivo.

Alp _ Também percebo isso. Tem dias que até os parabenizo pela participacio e ha outros que nao
se consegue trabalhar. Nao tenho todas as respostas a isso. Conversando um pouco com eles,
agora ao final, eles disseram que acham o Calculo importante, mas que o primeire ano deles é
muito puxado em termoes de horas/auias. Eles tém uma carga horaria muito grande. Eles s tém
livre, sem aulas, as quintas pela manha. I1sso € muito pesado. Se eles tém que estudar, eles
acabam tendo que optar por faitar & alguma aula. Ha pontos do proprio curse que teriam que ser
repensados.

{...)
{22 Parte)

Alp _ Eu comentei com eles da minha preocupacdo em ligar mais a disciplina com a Geologia,
embora ndo conheca a fundo a Geclogia para poder fazer isso. E uma disposigdo que eu estou
tendo neste sentido, mas com certa limitagao. Inclusive como vocé disse os livios apresentam
graficos. Mas também eu nunca tinha pego um livio de Geologia para ver como sdo estes
graficos.

Este ano eu pedi para eles um trabaiho que vaoc apresentar, no qual eles devem procurar dois
graficos relacionados a Geologia, as outras disciplinas que estdo cursando..., & que analisem estes
graficos em termos de toda a matéria que a gente discutiu. O que eles pcederiam falar em termos
dos graficos.

Estdao se dedicando muito, trabalhando em grupos, € estdo aparecendc Ccoisas assim...
dificeis de explicar geclogicamente. Esta sendo muito bom.

0 _ Em termos de conteudo, vacé adotou algum livro texto?
Alp _ Adotei o Swokowski como texto basico.
O _ Os exercicios e a sequéncia vocé segue como esta 1a?

Alp _ Ndo necessariamante. Bom... , os temas basicos sido fungdes, limites, derivadas e integrais,
mas... 0 livro traz muitas ceisas que, por opgac minha, ndo tenho discutido com eles, porque tenho
pensado assim: em termos de carga horaria que a gente tem e dos conceitos que sao essenciais
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para eles. Pensando nos conceitos e nas ideias que sdo fundamentais para eles, mas nao tanto
nos detathes de demonstracdo.

O _ Quantas horas s307?

Alp _ Sdo trés horas por semana, todas num dia s6. Se vocé da aula direto eles se cansam e o
professor também. Se vocé da intervalo, o intervalo se prolonga sempre mais do que deve..,

Este também foi um fato que a gente discutiu, em termos da estrutura, em termos de
departamento.

)
(32 Parte)
O _ Por exemplo, quando vocé falou em limite, vocé falou para eles como?

Alp _ Mais em termos intuitivos, dando idéia de limite, ndc dando a definigdo formal por épsilons e
deltas..., mas isso acontece na matematica também, isso ndo é diferenca. Em termos intuitivos,
com algumas técnicas, mas sem a pretensao de gastar muito tempo com isso.

Q _ Como pré-requisito para derivada?
Alp _ Iss0. Mas sem muita énfase para a Matematica.

1
O _ Por exemplo, vocé chegou a abordar questdes como lim— ?
a0 n

Alp _ Sim.
O _ Como vocé acha que eles enxergam?

Alp _ Eles tdm muitas dificuldades. Mesmo as ideias de limite trabalhadas de forma intuitiva, eles
ainda falam muito: "isso &€ muito abstrato professora!l”. E se vocé pensar a fundo, é mesmo!

Q _ Como vocé se expressava para falar isso para eles?

Alp _1/n, 0 que acontece quando n torna-se muito, muito grande? O que vai acontecer com 1/n ?
Alguns aceitaram que se aproxima de zero. Discutiamos esta questdo também, ndo & que é
igual... mas no limite... a gente fala em Matematica que é zero. Ndo & que o valor 1 dividido por
aguele nimero va ser zero, mas..a gente pensa: aquilo aumenta cada vez mais..e em
matematica a gente acha um jeito para conversar sobre estas coisas, a gente define como sendo o
limite e fala que ele é zero.

(...)
(42 Parte)

[Foi apresentada a entrevistada a seguinte questao:

1
Pensem e discutam sobre lim— =0, digam quais das frases abaixo se adequa melhor e

n—= g
porqué?

(a) a medida que n tender a infinito, 1/n tende a zero;

(b) quando n for infinito, 1/n sera zero;

{(C) 1/n pode se aproximar cada vez mais de zero se tomarmos n cada vez maior;

{(d) o inverso de um valor infinitamente grande é um valor infinitamente pegueno, logo o inverso
de infinito & zero. ]
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{Foi perguntado:]
0 _ Em termos de suas explicagdes, como vé essas frases?

Alp _ Posso dizer assim: as frases vao e voltam. Mas isso nac garante que eles estejam entendendo
assim. Surgem alguns absurdos, com outros significados para eles, ou nao tém nenhum.
Enfatizamos a frase (c), porque estamos sempre repetindo isso.

O _ Esse n com "flexinha” e infinito na frente. vocé acha que eles entendem que & n cada vez maior?

Alp _ Bom, trabalhamos issc, quer dizer...gue € uma linguagem matemalica, e a gente fala assim,
usa 850,

0 _ Quando vocé diz que eles ndo formam significado nenhum, sdo pelas respostas absurdas?
Alp _ £ porque surgem algumas respostas que a gente néo espera.
O _ Pode me dar um exemplo?

(...)

Alp _ Eu estou lembrando de outra coisa, ndo com respeito a isso [aponta a questao que lhe foi
apresentada].

Q _ Ta, tudo bem.

Alp _ Com respeito a isso... Por exemplo, “m_' ., ent3o... ou olham no grafico da fungado ou
= r =]
X
lim =+a e lim 2 -0,
=" X - r=17 X -

Q _ Aonde eles pdem outro valor?

Alp _ Aqui [aponta os limites laterais escritos]. Ou entdo até colocam estes, mas quando se

pede o lim—— . ... Anhl... Vou dar outro exemplo: lln}lx - 21, nds falamos: [escreve e |&]
=l X — x—2

limlx-2=0 e limx-2{=0 e -~o lmx-2/=0

-+2" =27 -2

¥




L¥]
£
ih

~inemw 1

lim

x=2"

x—ﬂ=2

e

x=2=2

lim

2"

Mas escrevem ]in;lx —2|=0. Coisas que parecem nao ter ligacio.

Nao tém sentido. Ou tem pré ele, né?!

(..)
(52 Parte):

O _ E guando vocé explorou derivadas, como & que voce falou de derivadas para eles? O que foi gue
voce mais destacou?

Alp _ Cenivada foi... em termos de limite mesmo, né?!

1- Limite que vocé fala é definicao pelo quociente de Newton?

2- E. Agora, é claro que ndo foi simplesmente colocar a definicdo la. A gente primeiro discutiu reta
secantie e... reta tangente, ¢ que seria isso ... e analisamos em um grafico vendo ¢ que acontecia,
variagao no eixo x, variacdo no eixe y, analisando o coeficiente angular.

{0 _ Entdo, a derivada vocé viu como coeficiente angular da reta tangente em um ponio,
paralelamente com limite do guociente de Newton... Essas duas coisas vocé explorou?

E vocé acha que eles usam mais qual? Qu, vocé tem uma nogao a respeito do que eles mais
falam de derivada?

Alp _ Eles falam muito, a gente falou muito mesmo, em coeficiente angular da reta tangente... e
muitos deles usavam mesmo o limite por definicdo, para demonstrar a derivada de algumas
funces, ndo de todas. Ou, resolvendo problemas onde foi pedido que usassem a definigo.

Até quando tinhamos umas regras... muitos deles ndo se tocavam e queriam usar o limite que
definia.

O _ Vocé acha que esta parte de intuicdo geométrica, pelo coeficiente angular, eles usam em outra
pane que ndo aii no Calculo?

Alp _ Eles estdo usando na interpretagéo dos graficos em Geologia, eles estdo falando... Essa foi a
énfase maior no comego. Depois a gente resolveu alguns problemas de taxa de variagdo, de
aumento de bactérias, até surgiram equacdes diferenciais. .

O objetive nao era discutir profundamente isso, mas gue eles tivessemn problemas onde
aparecesse taxa de variacdo, aumento e redugdo. E, a necessidade de estudar integrais.

{...)
{62 Parte}:

O _ Voceé chegou a explorar alguma coisa de integragdo a respeito de area, ndo?!
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Alp _ Sim. integral definida. Mas... tudo assim... eu acho que deveriamos trabalhar mais. A gente viu
assim... nogdes do que seria uma integral definida, quando ela ia representar area, quando ela &
positiva. E nem todos entenderam a defini¢do mesmo, quando se faz as partigdes e ... fudo isso
foi feito.

0 _Voce fez.

Alp _ Fiz. Fazer, eu fiz!

O _ Como vocé falava aqui na particaa? [Mostrando numa figura que ela fazia] falava nela.

Alp _Primeiro falamos em area. Antes de falar em integral definida, conversamos sobre area de
figura plana, eles deram mil idéias. A gente precisa realmente, se quer fazer o ensino através de
atividades em sala de aula, vocé tem que pensar muito seriamente no que parte deles.

g

No plano uma regiao R {desenha]) e
eles deram a idéja de quadricular, de dividir em

tridngulos..., entao € natural para eles.

L
ra

a b

[Alp conta que os alunos foram falando, discutinus com ela a idéia de paiiigao da area por
retangulos. tormando como altura © maximo e o minimo, por excesso e por falta, até chegarem a

defini¢do por limite de uma integral definida].
Alp _ Voceé define integral definida coma ela €, por limite. Ai depois, o que se faz na pratica? Existe o

Teorema Fundamental do Calculo, ai vocé tem um resultado forte, que permite calcular integral
definida de uma forma bastante simples, que é através da integral nZo definida. Ento...

Antes de falar no Tecrema Fundamental do Calculo, eles vieram me falar: “Anl professora!l A senhora
nao vai repetir um pouco mais aquilo, falar um pouco mais? Eu ndo entendi nada!”

Entao vocé percebe que em termos de conceito... embora eles tivessem participado... Achei normal
e natural.

O _ Em termos de conceita o que ficou depois foi o Teorema Fundamental?
Alp _E.

{...) O que eu quero dizer para vocé & que, pela carga horaria, eu deixei de trabalhar melhor esta

parte aqui [aponta para as areas calculadas por soma de particdes], fui logo para o Teorema
Fundamental do Calculo, para eles terem a oportunidade de ver © que era este teorema, resolver
alguns exercicios, e ligar a integral definida com area quando a fungio & positiva... Mas o semestre
vai parar por ai.

XXXXX
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Entrevista n® b (transcri¢cao de gravacao "audiovisual™)

Turma de Calculo | - Matematica

40 alunos O - Entrevistadora (pesquisadora)

Su - Professor Entrevistado

(fic)
(12 Parte):

O _ E o texto que vocé adota?

Su _ para os alunocs eu digo que qualquer livro de Calculo d& para acompanhar, mas basicamente eu
adoto o Swokowski. S6é que quando eu vou preparar minha aula eu dou uma olhada geral no Avila,
no Guidorizzi. O Guidorizzi tem uma colocagao interessante dos assuntos.

O _ Em termos de seqgiiéncia?

Su _ Nao, a comunicacdo do assunto novo. A maneira como ele coloca. Por exemplo, quando ele
introduz equacdes diferenciais... Antes de falar em equagdes diferenciais, s¢ usando integral e
derivada, eie introduz de uma maneira bem sulil e interessante. ..

O _ Posso ver?

Su _ Se vocé quer ver... [pega o livro, comeca a procurar|

O Teorema Fundamental do Calculo ele da de uma maneira bem simples, e ele faz a
demonstracao do tecrema ac longo do texto, sem chamar de teorema... Entdo quando vocé enuncia
o teorema, vocé ja passou para o aluno aquele resultado sem assustar o launo que aquele é um
teorema impaoriante!

{...) [Continua a procurar no livro algo para mostrar]

Su _ Por exempio, aqui... [mostra no livro]: "determine y tal que dy/dx = x> “ Entdo aqui ele esta
induzindo o aluno a pensar simplesmente em pnmitiva, mas ja € uma equacdo.

O _ Ai ele ja falou em primitiva antes.

Su _ Sim ja. Mas ele da uma equacao diferencial, eie ndo chamou de equagao diferencial, e o unico
raciocinio gue ¢ aluno vai ter aqui € primitiva.

(..
(22 Parte)
Su _ Também na maneira como ele introduz a area. Olha, ele comega aqui [mostra no livro],

ele falou simplesmente em area, se a funcio for positiva podemos falar em area, divisdo tomando
particdo... Ai ele comega a trabalhar com a primitiva F, usa a parti¢do, ele faz partigdo genérica, faz
um somatorio... depois... Al no final da historia, eie ja consegue que F{b) -F(a) & esta soma... E,
com essa intraducdo, ele quase que ja provou o Teorema Fundamental do Calculo.

{...)

O _ E estas demonstra¢des, eles véem todas, ou... vocé deixa por conta de quem quiser olhar. ..
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Su _ E, 0s principais como esses vocé tem que demonstrar, e principaimente porque € um raciocinio
claro. Entao ai eu demonstro. Agora, se eu vejo que a demonstragdo & muito trabalhada, aquela
demonstragdo em que o autor tem que achar uma fungao que dé certo ali... fica muito... para o aiuno
parece uma situagdo forgcada, entdo eu prefiro omitir do que ele nao entender. E jogico que uma
minoria entenderia. Mas a grande massa... ficaria mais perdida ainda.

{...)
(37 Parte).
O _E la noinicio do curso entdo, quando voce falou de limite, vocé falou pela definicdo formal...

Su _ Nao. Nds, ja ha varios anos, resolvemoes nao falar na definigdo formal de limite por épsilon e
delta, e eu vou introduzir essa notagdo agora que eu vou dar sequéncias e séries. Agora, nas
préximas auias, final de novembro.

0 _ Vocé acha que eles esharram em que?

Su _ Bom, eu s6 acho que se der no inicio, quando eu der limite, eles nao vao assimilar bem a idéia
de intervalo... Até eu tento. As vezes eu td dentro de um exercicio... eu sem guerer eu falo um
pouquinho... fago um desenho, mas muito pouco.

O _ E, como vocé introduz para eles essa nogho de limite? Como vocé faz?

Su _ Ai eu sigo bem o Swokowski, a idéia de: quando x se aproxima de a, f(x) se aproxima de um
valor fixo L. E bem na base de aproximacgdo.

QO _ O f(x) como sendo ¢ valor funcional?
Su _ Isso. Fungéo.

O _ E eles tém uma tendéncia em achar que este valor sempre existe...? Ou...porque quando eles
trabalham com fungdes, vocé fala f(x), isso @ sermnpre um valor?

Su _ Nao sei... O que eu acho & que nao da tempo de vocé reparar certas coisas. A nao ser que
vocé faga uma pergunta ja com essa intengdo. Em geral, 0 que acontece? Seu tempo & geralmente
curto para tudo.

O _ E vocé explora a idéia de limite por grafico?

Su _ Sim. Entdo, é ai que as vezes eu passo a idéia do ‘delta e épsilon’ sem dar muitos detalhes...
O _ Mais a questdo intuitiva... visual.

Su _E. Intuitiva.

O _ Vocé acha, por exemplo, que quando adota uma certa seqiéncia do livro, ou uma outra, porque a
cada ano a gente faz umas modificacdes... Vocé acha que o aluno percebe isso, questiona a respeito
disso? Ou nao ?

Su _ Questiona. £ eu até gosto. Quando eu vou introduzir um assunto e vou pelo Guidorizzi, alguns
alunos reclamam: “vocé nao esta sequindo o Swokowski!” Entao de repente eu sinto que para ele,
ele se sente meio perdido. Mas eu acho interessante porque ele vai ver o conceito de duas maneiras
diferentes, e as vezes ele vem me perguntar o porqué das diferencas. £ tem.

0 _ E quais as diferengas? Em algum conceito que vocé vé. .

Su _ Olha, eu ndo sei bem se & neste livro, mas s6 para citar, por exemplo, ponto critico. Tem livro
que define: se a derivada no ponto for zero ou nao existir derivada no ponto. Eu ja vi em algum livro,
ponto critico é 0 se a derivada for zero.

Qutra diferenga basica...acho que no Swokowski e Guidorizzi, e a funcao sobrejetora, para eles tal
fungao nao existe.

O _ Ah! Sim. Eles atacam na imagem.
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Su _ Isso! Quando vocé vai achar dominic e contradoeminio...e nao € so Swokowski ndo. varios livros
fazem isso. O contradominio j& € o conjunto imagem. Ele ndo faz disting@c. Entao ai ndo existe
funcdo sobrejetora. Ai, eu saio totalmente do livro e dou: contradominio, conjunto imagem, exemplos
oade sdo diferentes, porque os livros basicos de Andlise.. E bem claro gue o conjunto imagem é
dierene do contradominia. THMEC eu me Preccupo com um aluno que vai chegar no curso de Analise,
ou vai fazer bacharelado...

O _ Falando em curso de Andlise, nessa idéia de limite, alguns professores tém essa idéia de que
mesmo o aluno ndo compreendendo totalmente, ou ndo estando um pouco ai, para essa definigao por

‘épsilon e delta’, sempre € bom dar a defini¢do no Calculo, porque quando chega em Analise pelo
menos ele ja viu. Que vocé acha disso?

Su _ Sem dilvida. Eu acho que ele devia chegar ao curso de Analise ja sabendo. Eu acho que o
curso de Analise € um refor¢o. Agora, se vocé nao da no Cdlculo |, fataimente ele vai ver no Caiculo
I}, dificilmente ele passa pelo Calculo if sem a teoria.

{(.)

(42 Parte):

0 _ Mas 1a no inicio do Céalculo...

Su _ Vocé diz no Calcule 1 ?

O _E. noinicio.

Su _ Olha, antigamente €u enirava com ‘épsilon e delta’ mas ... 0 aproveitamento era minimo. E

nesse tempo eu ndo dava aula para outros cursos. Quando eu vim para a Matematica, ja tinha a idéia

de cutros professores de ndo entrar com a definicdo formal no primeiro ano. Ja a alguns anos & feito
iss0.

O _ Como vocé inicia, por exemplo, a questdo da continuidade? Porque geralmente se fala em
fungao, limite, continuidade... os livros tém uma certa ordem. Vocé acha que poderia haver uma
inversao dessa ordem? Por exemple, vocé chegar e dar integral primeiro, antes de derivada... ou
dar...

Su _ Olha, eu admiro quem faga isso! Eu ndo consigo inverter a ordem a esse pento.  Eu prefiro ir
205 poUCOoS. ..

{...)
(5 Parte):

0 _ quando vocé inicia um assunto como derivada cu essa parte de integracac... quando vocé da

alguma explicacdo geometrica... Vocé se refere a algum outro modo de pensar a nao ser esse por
limite?

Su _ Nao... na integral definida...?

Q _ Por exemplo quando vocé fala nessas partigdes... Como & que eles enxergam que vai dar a
area?

(.)

Su _ Eu forcei bastante a situacao. Eu deixei bastante tempo para ver o que eles iam falar, mas eu
ndo me lembro se eles tinham a idéia de limite. Mas eu me lembro que eles tinham a idéia de que
cada vez que eu tomasse a partic30 com mais elementos eu ia me aproximando da area.

(..

O _ Por exemplo, em Céalculo | ainda, quando vocé faz comprimento de curva, que vocé integra ds...
Como € que voce fala para eles 15507

Su _ Integro ds...



i nen 1

(...
Su _ Eu deduzo a férmula...
O _ Explorando limite mesmo.

Su _ Explorando limite.

O _ Estou perguntando isso, porgue tem professores que exploram nesta parte e na parte de Fisica, a
nocac de infinitésimos. Por exemplo, na turma de Matematica vocé nao fala nisto?

Su _ Eu, particularmente, nao.
Q0 _ Vocé acha que nao é necessario.

Su _ Nao, olha, tudo que vocé introduzir de novidade, de maneira diferente de colocar 0 problema, é
super interessante, mas & o que eu falo pra vocé, vocé tem que fazer uma escolha. Se de cada
assunto vocé for dar o enfoque de duas ou trés maneiras diferentes, vocé ndo vai... nunca completar
O pragrama.

0 _ E nunca aconteceu de surgirem outros enfoques, e para aquele aluno, ou para aqueles alunos,
ter que falar aiguma coisa? Cu né&o?

Su _ Ah! E rarol E raro.

Eles ndo conseguem nem questionar a teoria mais simples, que vocé fica esperando que eles
questionem, eies ndo questionam.

(-.)
(8° Parte):
O _ Em relacéo a limite, derivada e integral...,vocé este ano tem uma turma de Matematica, mas

vocé ja deu isso para outros cursos, vocé vé diferenga, em relacdo a sua postura, quando vocé esta
ensinando esses contetdos em um ou em outro curso?

Su _ O que eu mudo minha postura no cursc de Calculo, por exemplo, no curso de Biolcgia e
Ecologia, eu fujo muito mais da parte teorica. Eu sempre procuro entrar mais na parte teérica nos
cursos de Matemética e Fisica, até Computacao.

O _ Na parte tedrica... vocé diz formalizar os resultados?

Su _ Isso. Por exemplo, um tecrema importante vocé demonstrar em detalhes...

(...)

O _ Entao vocé acha gue: o que o aluno sai sabendo do cursc de Calcule na Biolegia € diferente do
que ¢ aluno sai sabende do curso de matematica? Ou & o mesmo a menos de ...

Su _ E 0 mesmo, mas eu diria menos aprofundado no curso de Biolegia.

Q _ Se voceé perguntar para um aluno da Biologia, vocé acha que ele vai ter a mesma resposta de umn
aluno da matematica...

Su _ Nao. Porgue o trabalho que vocé tem com um aluno de Matematica, Fisica ou Computac¢io, por
exempio, vocé trabalha um ano, seis horas por semana, e entio vocé tem tempo de amadurecer os
conceitos. Enguanto que na Biologia € Ecologia isso € impossivel, porgue vocé da em seis meses o
curso de diferencial e integral.

O _ Entdo o objeto derivada, € um pouco diferente...

Su _ Sem duvida. © gue eu diria; 0 aluno de biolegia, provavelmente saberia dizer a vocé talvez que
a integral positiva representa uma area e calcular; derivada...talvez calcular. Agora, o conceito de
derivada, a derivada come limite, a secante se aproximando da reta tangente, dificiimente ele vai ter
este conceito bem formado!
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(-..)
(79 Parte):

QO _ Quando & que vocé agora, no final do curso para os alunos de Matematica, vai falar da definigao
formal de limite?

Su _ Eu vou aproveitar a deixa quando eu der seqiiéncias e series, quando eu disser: quando € que
uma sequéncia converge? Ai eu vou entrar com épsilon, no caso ai ndo é delta, € um indice no ...
Mas ai eu vou aproveitar e... 1380 ai & meu, ndo existe no programa... ndo ta claro...

O _ Inclusive ja pensei em um curso de Calculo comegando por sequéncias e séries...

Su _ Eu quando fiz Caleulo, eu fiz assim, o curso inteinnho montado em cima de seqiéncias, € um
outro caminho... E ai, quando eu der convergéncia de seqiéncias, eu vou aproveitar para voltar um
pougquinho.

O _Em limite.

Su _ Isso, 0 que é que estd aqui por tras? Limite! Entdo o que seria com esse enfoque a nogac de
continuidade? Vamos pensar um pouqinho numa maneira formal de dizer que a fun¢io & continua
num ponto.

O _ Vocé que ja deu essa definigdo... em Analise tambéem, vocé acha que o aluno esbarra nos
quantificadores, em relagao a intervalos? Ou na definicdo de méduio?

Su _ Eu acho que € a relagdo com os quantificadores. Tipo: dado um épsilon, existe um delta, eu
acho que esta relagao e dificil para eles. Ai eu acho que o importante & vocé fazer bastante exercicio
pratico mesmo. Teme uma funcéo e mostre... E sb escolher uma funcéo iegal... volte 1a no dominio,
veja qual é o delta que serve, diminua o épsilon para eles notarem como o delta esta variando... isso
& muito importante.

O _ Vocé acha que eles esbarram nestas dificuldades...

Su _ Ah! Eu acho. Porque naquela parte { f(x) - L [ < ¢, como eles ja trabatham no comecinho do
Célculo com desigualdade.. Vocé da valor absoluto... Até vocé ensina que isso significa que

fix-L) estaentre -¢e+ e Vocé trabalha com modulo.

0O _ Essa parte de modulo, vocé achou que para eles...

Su _ E dificil para eles, € dificil! Falou em valor absoluto, eles se perdem um pouco!
O _ Porque sera ?

Su _ Olha, eu tive uma experiéncia com um aluno que... eu pensei: “vou ficar a manha foda com este
alung, mas vou tirar essa divida”. A duvida dele era: “por que que se o x for negativo, aqui

7 se x>0 ) . - .
[ mostra a definigio: | fica -x, e como & que aqui aparece "menos” se o

l\—x, se x <)

valor absoluto € sempre positivo? * Na cabeca deles "menos alguém” & negativo.
Q _ Sim, claro. Notei por varias vezes este problema da variavel.
Voceé trabalha tambem a definigao de méddulo como poténcia?

Su _ Como assim?

0_|x= ? [escreve)].
Su _ Sim, sim. E iss0...

O _ E eles tém dificuldades?
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Su _ Sim, tém. O porqué que sai ¢ madulo. Vocé tem que trabalhar muito. Eles simplesmente vao

dizer que \/;2 é x . Eles esquecem...Eles ndo se preocupam com o sinal da raiz. £ a veiha historia,
se x nao carrega nenhum sinal, para eles & positivo.

()

Su _ Por exemplo, se vocé tem HI}; 1", e vocé ndo sabe quem é n, eles ignoram se n é positivo ou
negativo. Eles simplesmente ndo conseguem perceber que ali pode ter um “jogo” de sinal.

O _ Ou sgja, o sinal da variavel é uma coisa que para eles parece escondida.

Su _ Fica. Nossa!

QO _ Vocé acha importante ent@o esses modos diferentes de falar ? [referindo-se aos trés modos de

iratar modulo: como desigualdade (distancia), como fungdo ou como ] Cu vocé acha que deve
centrar em algum...”?

Su _ Nao, vocé precisa de todos. Ao longo do curso vocé explora tedos.
(...)
(82 Parte):

Q _ E guando vocé introduz e expliora os assuntos de limite, continuidade... Vocé faz bem pelo lado
grafica.., ou vocé acha melhor dar a definicéo e depois fazer um grafico de suporte?

Su _ Nao. Eu uso demais... desenhos. Acho importantissimo. Se voceé vai, por exemple, dar a ideia
por ‘épsilon e delia’, se vocé ndo for num desenho e mostrar... Como ele vai perceber o que esia
acontecendo?

()

Su _ Eles [referindo-se aos alunos] tém que sentir as dificuldades. Enquanto vocé esta falando eles
ndo sentem dificuldades com nada.

O _ Eles estaoc quietos, auvindo.

Su _ Quvindo, aceitando... Nao se preocupam em que ¢ fixo, que é variavel... Vocé ta dando tudo de
graga. A partir do momento em que vocé da o exercicio para eles fazerem, eles vao ter que se
encaixar na teoria... Ai vocé vai ver quais as dificuldades.

Par exemplo, eu estou dando Férmula de Taylor, f(x) = p(a) + r [escreve e fala]. Eu notei isso,
eles ndo sabiam quem era ¢ g, como tomar o a. ...

O _ E vocé ja havia falado nisso ?
Su _ Falei, demonstrei, fiz exercicio.
O _ Como vocé detectou isso?

Su _ Passei 0 exercicio e fui de passando de carteira em carteira.

E.)

Su _ Enquanto vocé esta explicando eles ndo perguntamn, e olha que ¢ final do ano, eu ja cansei de
pedir para eles questionarem! Mas ndo perguntam quase nada, e, na hora do exercicio voce vé que

. [mexe a cabeca negativamente] Quem é o ponto fixo... Quem é o ponto proximo... [torna a mexer
a cabeca negativamente de umn lado para outro].

0 _ Vocé ja inverteu alguma vez? Dar o exercicio e depois a explicagao? Poderia tentar ao contrario?

Su _ Depende da tecria...
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0 _ Vocé acha que mesmo assim valeu...

Su _ N30, mas antes disso eu fago passo a passo, tipo, eu induzo eles a pensarem: "qual & o

polindmio de menor grau que vocé possa imaginar que se aproxima da fungdo? Ai eu dou um
tempo... E..., € minoria, mas eles dizem.

)

O _ E, uma maneira de notar as dificuldades dos alunos & quando eles estac fazendo uma
atividade...? Ou nas provas?

Su _ Bom... nas provas é fatal, mas quando eu vejo muito & quando eu passo de carteira em carteira.

Passando na carteira eu acho que funciona, passando um exercicio e dando dez minutos, eu vou ter
a chance de passar por muitos alunos.

O _ Questiona-los ?

Su _ E... eu passo e olho o que eles estdo fazendo, para nao atrapalhar. £, nisso eu vejo, que as
vezes eles comentem erros que jamais passou pela minha cabeca...chamar a atengao para aquilo.

(.

Su _ O probiema do Calculo, para terminar, € que em gera! vocé tem muito aluno em sala.
0 _ Em que vocé acha que menos aluno ajudaria?

Su _ Ajudaria?! Pdxal Eu, por exempio, no meio do curso daria um topico para cada um... Eu ndo
darna o curso todo, eu ndo faria assim. Acho que o professor na lousa... colocando a teoria pela
primeira vez que eles... acho importante. Porque ler, pegar um livro e abrir e entender... acho que
um aluno do primeiro ano ndo vai conseguir muito bem. Talvez no final do ano, talvez. Entaoc o papel
do professor na lousa & importante.

Agora, com pouco aluno, eu daria de vez em guando um texto para cada um expor na lousa. Nem
que fosse por quinze minutos para ele colocar. Mas ele teria ¢ trabalho de entender aquilo na
integra... Porque ele ndo tem esse trabalho enquanto vocé esta expondo na lousa, ele é passivo e
ndo percebe se entendeu ou ndo. Ele vai perceber, talvez, na hora de fazer o exercicio. Agora, se ele
fosse na lousa e fosse questionado pelos colegas sobre o que ele esta falando... eu tenho a certeza
que iria ter uma postura diferente de como estudar. Ele aprenderia de certa forma como estudar. Ele
ia ser questionado de uma maneira diferente, ali na hora. Acho que o aluno aprende muito.

Q _ Vocé acha que ele aprenderia mais com isso?
Su _ Sem divida.

O _ Obrigada. X0
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ANEXO 2

Transcrigao de gravagbes (‘audio’) durante algumas das atividades dos alunos em
sala de auia.

2.1 - UNESP- Rio Claro

Disciplina de Calculo | O - Observadora (pesquisadora)
Turma de Fisica Ay, Az, A; - Alunos (trabalho em
grupo).

[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam que houve corte na
transcricdo. Os escritos entre coichetes sdo eiucidagdes da observadora
sobre as ocorréncias que as falas ndo traduzem ou deixam nao muito

esclarecidas).

[Os alunos tinham por atividade um exercicio do livro texto que pedia a
equacao da reta tangente a curva em um ponto dado, e também os pontos onde a

reta tangente € horizontal].

Q- Como € gue vocés fizeram? como € que vocés encaminhaream o raciocinio na letra (d) 7

A; - Na letra (d)? A gente repetiu o da letra (a). O que a gente fez na letra (a)? A gente
pegou... dada a equaco.., ele deu aqui a fungad da trajetdria. A gente pegou e derivou isso aqui
{apontando para a equagdo de 2° grau]. Achamos y'. Como ele deu as coordenadas (1.2) . xey. 56
que a gente achou y'. Entao a gente substituiu o x .

O - E pra que vocé achou y' ?

A; - ¥y € a derivada...é a derivada desta equacao, que € o coeficiente angular da reta
tangente, nesse ponto dado. Ai a gente substituiu, achou y', e nessa equagao [aponta a equagdo de
reta: y = yo + m (X - Xo )] & gente substituiu e encontoru a equagao da reta.

0O - Que reta?

A; - Da reta tangente... nesse ponto [aponta (1,2), o ponto dado no enunciado]. Ai,
encontrando a equacgao da reta...fazendo para y = 0, para encontrar o ponto em x... [perdeu-se na
explicagdo]

A, - E da tangente horizontal?
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A, - Esta pedindo [olha o exercicio} "os pontos”.
Ay - Eu acho que é um s6. Porque se € da parabola...

A, - Se ta pedindo “¢ ponto” eu acho ¢ x do vénice [passa o dedo no vértice da parabola
esbogada, parece raciocinar graficamente].

A4 - Porgue ele [indica o exercicio] esta pedindo: determine “os pontos” em que a tangente a
curva é horizontal. Mas tem s6 esse ponto [aponta para o vértice].

0O - Porque |a [aponta o vértice] a tangente € horizontal?

A - Porque o coeficiente angular da tangente, a derivada, & zero.

Ay-E..

O - Voce A; falou que € no ponto de ma’ximo, por que? Tem que explicar porqué.

A, - Porque n3o tem inclinagdo. La nao tem derivada...Ent&o pode colocar uma resposta
genénica?...Quando a derivada € zero. Ou tem que achar...

O - Ele quer gue vocé “determine” [enfatiza a sltima palavra dita), o que e “determine™?

(...) [Ha dispersdo do assunto, conversam outras coisas|

O - E ai?! Pode ser maximo da curva...? Vocé falou que € o ponto de.. [dirigindo o oihar a

Azl

A, - Vérntice da parabola.

O - Por que ele vai ser o ponto maximo? Vai ser ¢ ponto em que a reta tangente é
horizontal...?

A; - Porque a derivada neste ponto e zero.

O - Entdo escreve.

[Os alunos se embaragam para fazerem as contas algebricamente, para descobrir o ponto.
Ficam em divida se tomam a equacao da curva, da deivada ou da reta tangente encantrada.

A4 - Temos que provar que aquele [aponta o vértice da parabala] € o ponto

O - Vocé nao tem como determinar?

[Apds algum tempo, com ajuda de fodos, conseguem determinar © ponto em que y' € zero,
algebricamente, manipulando as equacdes e igualando a derivada encontrada a zeroj

O -E essex €0 X quevocés falaram...do vértice?

[O aluno A; checa na equacgéc da parabola, e explica a A, que € s6 encontrar o ponto medio

entre as raizes, e conciui, geometricamente “por ser parabola”, sem usar derivada ]

f 9 6.5 9 ¢ G5 96004
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2.2 - UNESP- Rig Claro

Disciplina de Caleulo | O - Observadora (pesquisadora)
Turma de Fisica Ay Az, As, Ay - Alunos (trabalho em
grupo}.

[OBS: Os escritos entre colchetes sédo elucidacdes da observadora sobre
as ocorréncias que as falas ndo traduzem ou deixam nao muito

esclarecidas).

(Os alunos tinham por atividade exercicios de calcular diferenciais dw onde w

=g(y), y = h(z) e z=1(x), funcdes encadeadas] .

O-OCqueédw?
-w é seny. Ent3o dw é...vocé vai aqui e vé [mostra as férmulas de diferenciais]: cos vy

dy.

{E assim vai... Faz os céicuics juntamente com os demais do grupo].

[Surge a pergunta ']

Az - Eu quena saber por que estamos trabathando com isto? [aponta a ficha de alividades
com uma {abela de diferencias).

O - {Reforgo a pergunta) Entao...'? pra qué que voce trabatha com diferencial?

A,y -Isso... Seria a8 mesma coisa gue ¢ Ay? Ou néo?

O - [Transfire a pergunta para A,] Vocé acha que é ¢ mesmo que Ay?

A; - Euachoqueé.

A, - Eu nao.

Q - Vocé [A;] achou que € o mesmo. Ela {A;) acha que ndo. E agora? E vocé As? O qué que
€ Ay? Voceé lembra no grafico o qué que era?

Az - Pra mim Ay é a derivada.

0O - Que & dy? Ela falou que é Ay.

velocidade meédia como o coeficiente da reta secante. Mas aqgui, no grafico da fungdo f, temos
quociente de Newton.

O - E qual a relagao desse quociente de Newton com a derivada?
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A, - Com o quociente de Newton eu tenho o coeficiente da reta secante. Se eu “fizer o
coeficiente da reta tangente vou ter derivada.

0 - Graficamente qual a diferenca do df ou dy parao Ay?

Ay - Nenhuma.

As- Ay& y-Yo, AX=X-Xo.

O - E esse aqui [mostro Ay no grafico apresentado] € iguai a esse dy {aponto dy no grafico] ?

Ay - N2o. Esse [aponta o Ay | € maior.

[Termina o tempao de trabalho em grupo, percebe-se que existem muitas duvidas).

AAXKX...... XAXXXX

2.3 - UNESP- Rio Claro

Disciplina de Calculo | O - Observadora (pesquisadora)

Turma de Fisica Jou , Nat , Raf , Ped - Alunos

{trabalho em grupo).

iOBS: Os parénteses (...}, entre linhas, indicam que houve corte na
transcricdo. Os escritos entre colchetes sao elucidagdes da observadora
sobre as ocorréncias que as falas nao traduzem ou deixam nao muito

gsclarecidas).

. . . senAx
[Os alunos tinham por atividade calcular lim

30 Ay i

Jou - Fiz na calculadera e deu... Limite desse valor ai..., quanto mais zeros eu colocar mais
perto vai chegar do valor no grafico aqui [e aponta para a imagem no zere do grafico que fez

da fungdo fix) = ——
X
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Raf - Mas nunca vai ser 1.

Nat. Mais ai vocé esta justificando por infinitésimos. Encaminhamento 3 [dado pelo prof. na
folha de atividades).

(.

[este aluno ja havia tentado calcular

e visto a mensagem de ERRO na calculadora].

Raf ., Pra ser pelo grafico tem que justificar porque vai ser 1.
Jou - Eu tentei provar, eu juro que tentei com valores proximos de zero. Como vou provar?!

Vou dizer que fiz na calculadora?

()

[Apds algumas tentativas pelo grafico e pela calculadora)

senx
O - S(0) é igual a quanto? Ja tém um valor? [Onde S{ax) = f(x) =

]

Raf - ${0) & igual a 1{um) [fala olhando o grafico esboc¢ado]
Nat - Deixa eu ver entdo... substitui aqui por zero [fala apentando o Ax na funcdo 5] e fago

sen0
2

O - Entan?

Nat - mas ai n2o da um.

0 - Da quanto?

Nat - [Oiha para o grafico e para a calculadora)] Da ERRO.

Jou - mas a gente pode distinguir... E porgue vocé ta mandando a calculadora dividir por
zero, ai nao pode. A calculadora n&o sabe que vocé ta calculando um limite, entendeu?

(..)

Raf - Eu posso dizer gue quando colocar Ax = 0 e dividir por zero, a maquina nac da 1, mas e
1. Essa é a maior discussdo do Calculo.

(.

Jou - Que da 1 eu sei que da 1. Mas, por que?
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[O aluno Raf ndo estava contente com a justificativa da aproximacao peto grafico ou pela

calculadora. Os outros trés alunos do grupo tentarn convencé-lo e a si mesmos.]

. sen0.0001
Raf - Bom por exemplo eu vou jogar o valor Ax = 0,0001, e calcular ————, € igual a

0001
0, 9969958

[E continua a fazer cdiculos com valores menores que 0,0001].
Raf - Ai. Deu quase 1, cara!
Jou - E, se a gente jogar um valor menor vai dar mais aproximado ainda.

Raf - VVai dar mais noves ainda.

sen Ar

Q - E, onde vocé esta aqui? [Aponto para o grafico de S(x) =

Raf - Me aproximando... quase em cima do zero, ndo da nem para marcar ai o ponto.
Conclusdo: _Da 1. D4 1 caral

{..)

[Jou diz de outro modo)

Jou - Porque o seno de um angulo pequeno & o praprio angulo.

Raf - E... Tem essa também.

Raf - VVamos seguir o encaminhamente? A sugestio de Jou ?

[O prof. chega neste momento ao grupo, observa, e diz: “Se vocé fizer tudo bem
pequenininho (aponta a figura do encaminhamento 3) vocé vai chegar a isso...” (aponta figura
desenhada na monada onde o seno do arco & o proprio arco)).

Raf - Vamos dar esta explicacdo entéo.

(-

Jou - [Lé o gue escreveu] Quando x & muito proximo de zero - [nfinitésimos -, sen Ax & igual

a Ax e um divido pelo outro é igual a 1.

{...)

b6 0900 SENIN XXXXKX
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2.4 - UNESP- Rio Claro

Disciplina de Calculo | O - Observadora (pesquisadora)
Turma de Fisica Ai, A, , As - Alunos (trabalho em
grupo).

[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam que houve corte na
transcricdo. Os escritos entre colchetes sdo elucidagdes da observadora
sobre as ocorréncias que as falas ndo traduzem ou deixam nac muito

esclarecidas].

[Os alunos tinham por atividade calcular integrais indefinidas pelo método de

substituicao] .

A, - [Escreve: fidx]
(x +3)

A, - Foi o que a gente fez. [Com referéncia a aula anterior. E escreve’]

x . el 1

(x +3)
r X x - :
Ay - [Que escreveu J——T—dx = [—,dx fala olhando para o que A, fez:] Entao, foi o
(x +3) z

que fiz!
A, - [Olhando para o que A, fez. Nao. Eu néo cologuei z aqui.
A, - Mas eu cologuei.
A, - Nao, mas ndc pede. Como pode ser z e x7?

A, - Estou trabalhando z, & isso daqui [aponta para a expressao {x* + 5) no denominador.

A, - entdo ...z &is50, tudo bem. Seu dx vocé vai ter que trocar por dz.
A, - Olha aqui ...0oo! [aponta para a mistura de variaveis de A4)

Ay - Ah €l Nao pode mais ter esse x.

(.)

Ay - [Escrevel}z = x* + 5, [diz:] meu z.

A, - Qual € seu dz?

Ay - Ah. ! Tal dz é a derivada de z. [Escreve:] dz = 2x dx.



{.)

A,y - Ah.!t "Saqgueil Saquei!” Isso eu coloco agqui. [Escreve:]

Ay - N80, Seu "2" passou pra baixo,

{...} [Passo a passc, seguido pelos colegas do grupo, A, finalmente escreve:)

j—,—adx- —J—sz [ e depois de algumas discussdes conseguem resoiver o
(x'+5) 29z

exercicio proposto].

[Os alunos resolvern as integrais por calculo de primitivas, sem se peocuparem muitc com o
metodo, mas falando e constivindo as justificativas através da operagdo inversa da diferenciacao,

usando o tempo todo o fato de que ldw = w + CJ.

XAAXXX.. .. XXXXXX

2.5 - UNESP- Rio Claro

Disciplina de Célculo | O - Observadora (pesquisadora)
Turma de Fisica As ., Ay, A; - Alunos (trabalho em
grupo).

[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam que houve corte na
transcricdo. Os escritos entre colchetes sao elucidagdes da observadora
sobre as ocorréncias que as falas nao traduzem ou deixam nac muito

esclarecidas).

[Os alunos tinham por atividade esbogar graficos, por exemplo de
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| ,
fix) = ——— T sem usar so6 tabela, empregando “soma” dos graficos de: y, =
X -

X, ¥2=X- 8, e y; = X -1, e também informacgdes obtidas através das derivadas
primeiras das fun¢des escolhidas].

[Primeiro fazem os graficos de y,, y, , € ya3 em um mesmo par de eixos.
Depois combinam o que fazer].

A, - Agora temos gque “juntar’, ndc podem ficar separados.

A, - Exatamente.

A, - Entdo vai, A; , primeiro trace os graficos.

[A4 discute com os outros. Resolvem tracar as parabolas

yi+y2= X +x-6 e y3 para depois tomarem o quociente delas).

[Apds muitas discussdes de como somar e qual o resultado da soma em
alguns pontos, bem como o que fazer para terem o quociente, eles conseguem um
“esbogo razoavel”. Entao se ddo conta de que nac usaram derivada, € comegam a

fazer os célculos utilizando regras de derivagao diretamente, mas a aula terminalj.

XXXXX...... XXXXX




ANEXO 3
Transcrigdo de gravacgdes {'video’) de atividades de grupos de aiunos em sala de
aula.

2.1 - UNESP- Rio Claro

Disciplina de Calculo | O Pesquisadora

Turma de Fisica Dan, Gib, Nor _ Estudantes {em grupo A, GA ).

[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam gque houve corte na
transcrigdo. Os escritos entre colchetes sao elucidagdes da observadora
sobre as ocorréncias que as falas nao traduzem ou deixam nio muito

esclarecidas].

fUm dos estudantes |é o problema em voz alta):

1° Problema gerador:

Comentem entre si e escrevam o que vem mais de imediato em seus pensamentos
se pe¢o a vocés para pensarem no que aprenderam de importante a respeito de
derivada de uma fungao.

0OBS: Se for mais de uma referéncia, e se acharem que ha ordem de importancia,
favor menciona-la. Também ao contrario, se acharem que nao ha.

Dan - C que que vem de imediaio?

Gib - Derivada € o coeficiente angular da reta tangente. |sso vem de imediato.

Se vocé tiver um grafico espage por tempo e vocé vai calcular a derivada voceé vai ter
velocidade, e se for de velocidade por tempo e vocé calcular a derivada voceé vai ler aceleragao.
Dan - O mais imediato eu acho que ¢ a derivada como coeficiente da reta tangente gue o professor

fixou mais com a gente e ..."insiste” em mencionar. Escreve ai ... [fala para Gib].

[O aluno Gib escreve a frase: “A derivada € o coeficiente angular da reta tangente”,
como podemos observar também na folha que entregaram e no video].

Nor - Depois vem a interpretagio de grafico.
Gib - Entdo. A gente pode fazer um grafico aqui e tentar interpretar.

[Nor desenha um grafico de espago por tempo, Dan e Gib também, sé que Dan
coloca as letras x e y nos eixos emvez de s e t como Gib ].

[Ao tragar seu esbogo grafico, Dan ja toma um segundo par de eixos logo abaixo do
primeiro, transferindo as abcissas, valores de x do grafico anterior, e tomando como
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valores para as ordenadas as "inclinacdes” que dizem ser: mais positivas, nulas ou
negativas dependendo dos pontos tomados).

[S6 falam em reta tangente e na interpretagao fisica como velocidade instantaneal.

Gib - No meu grafico tomei um ponto P e queria saber a velocidade instantanea no ponto P. A
velocidade instantanea neste ponto é dada pela derivada.

Tomando uma paralela a partir do ponto P, ao eixo x, e tragando uma perpendicular a essa
tltima reta, encontrando a reta gue tangencia em P, eu vou ter um Ay, um nomero, & um Ax  um

. ) Av
numero tambem. £ a derivada vai ser K_ , No caso seria a velocidade instantanea no ponto P.
X

Dan . Que & a propria derivada,

Gib - Que é o coeficiente angular da reta tangente em P.
Dan - E.

Gib - Se fosse um grafico de velocidade por tempo, feriamos aceleragao.
Dan - Na parte fisica, sd.

Gib - E. Se eu fosse fazer uma interpretagao matematica ai € o coeficiente angular da reta tangente.
Pra Fisica € a velocidade instantanea no ponto P.

[Um dos estudantes 1€ o 2° problemayj:



2° Problema gerador:

Sendo f uma fungao, como por exemplo f(x) = X, qual o modo que vocés mais usam
para pensar e explicar para alguém o calculo da derivada desta fungao num ponto
de abcissa x, sabendo que ela & o “coeficiente angular da reta tangente” ao grafico
da fungao neste ponto?

Gib - Acho que primeiro & interessante fazer um grafico da fungio, né?!

[Os estudantes fazem graficos e tomam um ponto Xxg].
Dan - A gente coloca onde quiser © ponto xp ?

0 - E oque éaderivadaem xp ?

Dan - Entdo vou colocar xg aqui [€ aponta no grafico, tragando a seguir a reta tangente).
Se colocar aqui vou ter uma inclinacéo assim da reta tangente.

[E escreve: f’(x) = 2x, tomando o grafico de f’ como uma reta).

Q - Qual seria a expressdo da derivada? Como € que calculariam?

[Os alunos continuam a fazer graficos e a pensar a panir deles].

Dan - Graficamente eu vou ter uma reta. Agora...se eu derivar isso dai, x° , da 2x.

(..)

0 - Por que a derivada é 2x ? Eu quero que vocés tentem explicar.

Dan - Entdo. Porque a gente vai... Vai pegando retas tangentes ao longe desse grafice e vai vendo a
inclinagdo dessa reta, e assirm a gente pode desenhar o proximo grafico, da derivada ja. .

(..-)
0 - Por que que & 2x? Como vocé pode explicar?
Dan - Ai & complicado!

Nor - Tem derivada por Newton. [Fala para os demais).
Dan - Por limite? Virgiii...!

[Gib tenta encontrar algo nos apontamentos de aula, nas fichas de

encaminhamentos dadas pelo professor].
Dan - Ah! Eu ndo consigo fazer assim. Eu acho que tem que fazer através do grafico.

(...)

Nor - Através do grafico vocé n2o tem como demonstrar que € 2x.

{icxd)

[Todos procuram nas fichas de encaminhamentos das atividades ja dadas em sala
de aula]. '

Gib - Na FT 086, ai gente. E eu acho gue € por ai. Temos que aplicar o guociente de Newton pra
chegar nisso ai.

Dan - Limite, né?!

: . : i . Jx+Ax) - f(x)
Gib - Pelo quociente de Newton nds temos que aplicar f* (x) = Emﬂ i fazendo ax

“bem pequenininho”.
(Resolvem e encontram a derivada, discutindo as substituicdes e algebrismos].

[Um dos estudantes I€ o 3° problema]:
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3° Problema gerador:

Vocés poderiam ter feito o problema anterior de outro modo? (Destaquem se houver
diferenga entre vocés) Se ha ou nao diferenga com o modo que resolveu o
probiema anterior, vocés poderiam dar alguma(as) razao(oes) para a escolha feita
anteriormente?

Dan - Qutro jeito...?

Nor - Um outro modo seria geometricamente, tentear graficamente.
Gib - Concordo com Nor que podernia ser através do grafico.
Ban - Mas como eu poderia descobrir 0 “2x “ através do grafico?

[Gib se enrola tentando explicar, confunde-se calculando Ay/Ax para alguns pontos,
confunde coeficiente angular da reta tangente a curva (que varia) com o coeficiente
2 da reta y = 2x, porém diz que & possivel de ser feito em cada ponto e provar que o

coeficiente & o mesmo].
Dan - Pedemos entao fazer s6 geometricamente, através de tangentes.

Q- E na FT 08, tem mais alguma coisa a respeito?
Gib - Eu ndo observei.

[Pega a ficha de trabalho para olhar].
Dan - Tem a parte de infinitésimos.

0 - Como assim?
Dan - £...quando a gente observa o ponto que a reta tangente esta... em cima do grafico, voce
ampliando isto, vocé vé um infinitésimo, um dx e um dy.

(..}

O - Isse ai seria um outro modo para fazer ou ndo?
Gib - Seria um outro mode de pensar.

Dan - Acredito que seria a mesma coisa.

[Falam a respeito de que os dois modos sao validos, mas sempre se referindo a
limite. Nao falam a partir de infinitésimos em momento ailgum].

Dan - Pediu assim: escolha uma maneira de explicar defivada. A mais palpavei, gue a gente vé, é
por limite. Através de infinitésimos € uma coisa meio incompreensivel. E limite &€ uma coisa mais
natural, desde o segundo grau voce ja vé este conceito.

()

[Um dos estudantes 1€ ¢ 4° problema:

4° Problema gerador:
Um depésito de farinha esta furado no fundo, por onde estdo escapando, durante
cada minuto, 1/200 avos da quantidade de farinha existente no depédsito.
Inicialmente a quantidade de farinha era de 800 kg.
{a) Quantos quilos de farinha escaparao em 5 minutos?
(b) faga um grafico da quantidade de farinha no depédsito em fungao do tempo.
{c) Vocés acham que & possivel prever que o depodsito se esvaziara, ou nao?
Tente escrever uma justificagéo.

Nor - Iss0 & problema de taxa.
Dan - Taxa de variacao. Na verdade uma exponencialzinha.




Gib - Mas, ndo da para resolver de modo mais simples isso aqui?
Dan - Nag sei, vamos tentar.

[Fazem as contas minuto a minuto até o quinto, e a seguir um grafico continuo de t
(tempo) por m (kilos) de farinha, marcando valores de t=0 a t=5. Dan chega a se
referir a um outro modo de fazer, por taxa novamente, mas nao se lembra como. Dao
por encerrado.}

2.2 - UNESP- Rio Claro

Disciplina de Calculo | O _ Pesquisadora

Turma de Fisica Ton, Lia, Lis - Estudantes (em grupo B, GB).

[OBS: Os parénteses (...), entre linhas, indicam gue houve corte na
transcrigdo. Os escritos entre colchetes sdo elucidagées da observadora
sobre as ocorréncias gque as falas nao traduzem ou deixam nao muito

esclarecidas].

[Um dos estudantes |é o problema em voz alta]:

1° Problema gerador:

Comentem entre si e escrevam o que vem mais de imediato em seus pensamentos
se pego a vVocés para pensarem no que aprenderam de importante a respeito de
derivada de uma fung¢éo.

OBS: Se for mais de uma referéncia, e se acharem que ha ordem de importancia,
favor menciona-la. Também ao contrario, se acharem que nao ha.

Lia - Em primeiro lugar.. derivada de uma fungdo & o coeficiente angular da tangente no ponto.

Ton - Da reta tangente ao ponto.

[Ton torna a ler a pergunta do problema. “O que vem de mais imediato a seus
pensamentos sobre derivada?..."].

Lis - Coeficiente angular.

Lia - Isso quando se trata de um grafico, né?!

[Ton e Lia desenham um grafico e uma reta tangente num dos pontos].

Lia - Tem uma fungdo. Tem urn grafico.

[Desenham].

Lia - Essa reta tangente expressaria a derivada nesse ponto. Se...

Ton - Mais que iss0. Vocé pode pegar uma posi¢do x e seu corespondente fix) . Uma x+h e f(x+h)
. Por Newton.

Lis - Limite do quociente de Newton.

Ton - Isso. Limite do quociente de Newton.

[Escreve:]

Coef. Newt. = Jx+h)—f(x)

h

*
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Lia - Quociente de Newton.
Ton - Isso aqui [aponta (*}] & o coeficiente angular de uma reta secante. Na verdade vocé tem uma
reta secante pegando dois pontos.

Lia - iss0. Dois pontos do grafico.
Ton - Ai quando vocé fizer h tender a zero, h diminuindo, vocé vai ter a derivada que € o coeficiente

anguiar da reta tangente no ponto.

Lis - £ isso aqui. [Exibe seu desenho]

Lia - ah no caso. Vocé ta entendendo o “R7... Ele vai se tomar uma coisa infinitesimaimente pequena.
& para derivada de uma fun¢do, por exemplo y = X , vocé diferencia dy = 2x.dx ... entdo

d
derivada vai ser _y = 2% -
dx

Lis - A derivada de x° @ 2x. a diferencial de x° & 2x.dx.
+ o :
(Escreve:] Dx=2x  f(x)
dx? = 2x dx

Ton - [Indica 0 dx no quadradinho] esse ¢ o diferencial.

Q - Qual é a diferenga?

Ton - Trata-se de coisas muito pequenas, infinitésimos, por isso que tem esse dx aqui.
Lia - Um incremento. Um incremento de x .

[Passam ao 2° problema, e um dos estudantes o 1é em voz alta].

2° Problema gerador:

Sendo f uma fungéo, como por exemplo f(x) = x° , qual 0 modo que vocés mais usam
para pensar e explicar para alguém o calculo da derivada desta fun¢gdo num ponto
de abcissa x, sabendo que ela e o “coeficiente angular da reta tangente” ao grafico
da fun¢ao neste ponto?

Lia - Desenvolver isso aqui [@ aponta para o quociente de Newton que Ton havia escrito
no 1° problema].
Ton - No casa vai ficar [E escreve discutindo com os outros dois:]
(x+hY =x} x'+2xh+h’-x h(Q2x+h)
h - h ok
lim 2+ 2= 2x = D(x})= f'(x)=2x

i

Lia - E 2x ... Seria a equagdo da...

Ton - No nossa ¢aso...

Lia - 2 & o coeficiente angular ... 2x.

Lis - 2x. E, respondendo a pergunta entdo..."o modo gue a gente ia usar € pelo gucciente de
Newton.

Ton - &. Praticamente, acho mais facil de ver e explicar para alguém.

0 - Mas teria outro?

Tan - Na verdade eu ja ouvi algumas explicagdes... 1ss0 € por Newton, mas vocé também poderia
imaginar..na verdade aqui v. estd fazendo h se aproximando [mostra dois dedos se

aproximando do ponto Xg], v. poderia imaginar ao contrario como se fosse uma "bolota”,
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crescendo, ou alguma coisa crescendo isso aqui [mostra a curva em trono do ponto], se
expandindo. ..

O-Eai?
Ton - Eu ndo saberia come equacionar isso.
O - Seria o que ele [referindo a Lia] falou de infinitésimos?

Ton - Acredito que sim, seria por infinitésimos. Eu consigo visualizar os infinitésimos melhor na
integracdo, mas nas derivadas...

s:J ] O que vocés entendem por infinitésimos?

Ton - Como assim?

0 - Quando vocé fala: "& um infinitésimo”, que vemn na sua cabeca?

Lia - Uma coisa infinitamente pequena, que da para somar e ter um valor exato [refere-se a uma
area que desenha, com soma de retangulos infinitesimais. Nao falam mais nada].

[Um dos estudantes 1& o 3° problemal:

3° Problema gerador:

. B . . :
Pensem e discutam sobre lim— =10, digam quais das frases abaixo se adequa

A=rx §7

melhor e porqué?

(a) a medida que n tender a infinito, 1/n tende a zero;
(b} quando n for infinito, 1/n sera zero;

(c) 1/n pode se aproximar cada vez mais de zero se tomarmos n cada vez maior,;
{(d) o inverso de um valor infinitamente grande é um valor infinitamente pequeno,
logo o inverso de infinito € zero.

Ton - 1/n quando n tende a zero. ..

Lis - Eu entenderia se fosse 1 tendendo a infinito.

O - Entao pense assim.

Ton - Reformou entdo?... n ta tendendo ao infinito?

Lia - Isso.

Ton - Ta, entdo n ta tendende ao infinito.

[Falam e comentam entre si sobre o enunciado)

Lis - Vocé nunca vai ter infinito.

O - Como?

Lis - Vocé nunca vai poder falar: "esse numero @ infinito, entio o inverso dele é zero”.

jLis e Lia apontam algumas das frases do enunciado do problema concordando e
outras rejeitando]

O - Vocés poderiam dar uma razao porque escolheram algumas e jogaram outras fora?

Lia - Sim. Aqui ele fala de vaior... [Aponta (d), e passa o dedo para a resposta (b)] No (),
ne (b).

Lis - Como na letra (b) ele fala “quando n for infinito 1/n sera zero”..., n nunca sera infinito.

Ton - Ele vai tender a infinito. Nao da para usar o conceito de infinito como algo estatico, paradoe.
Tem que ser uma coisa.. que esta tendendo.
Lia e Ton - Eu acho a {¢) mais clara.

[Dao por respondido.]
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[Um dos estudantes 1& o 4° problema]:

4° Problema gerador:
Um depésito de farinha esta furado no fundo, por onde estao escapando, durante
cada minuto, 1/200 avos da quantidade de farinha existente no deposito.
inicialmente a quantidade de farinha era de 800 kg.
(a) Quantos quilos de farinha escaparao em 5 minutos?
(b) faca um grafico da quantidade de farinha no depésito em fun¢do do tempo.
(¢) Vocés acham que é possivel prever que o depdésito se esvaziara, ou ndo?
Tente escrever uma justificagio.

Lia - E uma taxa de 800 kg por minuto. E uma taxa de vazao da...farinha.
Ton - Num tempo.

Lia - Quer o volume exato, dQ/dt [escreve] naquele momento. Seria isso. [Fazem calculos]

Lia - 4 kg é a taxa de vazéo da farinha do depdsito por minuto.

O - A cada minuto vaza 47

Ton - Seria isso.

Lis - Acho que ta estranho porque vaza 1/200 avos da quantidade de farinha que esta no depdsito e
apds o primeiro minuto ndo vai ter mais 800 kg.

Ton - € verdade... Entao 4 kg & no primeiro momento.

Lia - Depois vai vazar menos.

{...)[pensam]
Lis - Um segundo depois ja ndo vai ser mais...
[Discutem]
Lia - Entdo que fungdo poderia expressar isso?
Peso por uma quantidade... alguma coisa em fungéo de t . Exponencial?
[Escrevem:]
do -1

Lia - — = —— (¢}, uma taxa.

dr 200
()

0 -Mas Q & uma quantidade?

Lis - Q & uma variavel.

Q - Que variavel é essa?

Lia - Quantidade de farinha no deposito.
O - Entaa que guer dizer dQ/dt ?

Lia - A taxa de variagdo & 1/200 de Q.
O - De Qu, inicial?

Lia - Nao, de Q.

()

Ton - Acho gque inicialmente vaza devagar.

Lia - N&o, inicialmente...

Lis - Vaza 4 kg por minute, Lia. S6 que 1 segundo depois, diminue.

Lis - Vaza menos, cada vez menos.

[Lis explica para Ton, com ajuda de Lia]

Lia - Qual & a funcac?
-1

[Escreve:} %

= ! Continua a escrever:
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O - Quem é fun¢do do tempo?

Lia - A massa, a quantidade Q.

O - Vocés tém candicdo de encontrar Q7

Lis - Era para ter.

Lia - Se desse a massa em fungdo de t ...

O -Eataxa? O que é umataxa?

Lis - Uma derivada.

O - Entdo vocés tém a derivada de Q. Podem achar Q7
Ton - Integra.

[Discutem o que escreveram e os calcuios. Depois, com alguma interferéncia da

d —~dt ] —dt
observadora, escrevem:] Q_-a , I—dQ - jﬁ
I ’ o,
lle:zaOI s Q:e-w ‘U , =800‘__ é,A[)I.‘)I?)

Ton - O grafico seria de uma exponencial.
[Discutem e acabam por tragar, ainda que confusamente e de modo errado ]

(..)

Lia - Queremos achar, por exempia, onde Q = 0.

[Fazem calculos para alguns valores utilizando calculadoras, escrevem esguecendo

do sinal negativo:]

‘ 1
e*® =800, ——.t=In(800), r=200.In(800) .

[Olham os graficos e as contas (com seus erros) e concluem que o deposito se

esvazia em um certo tempo.]

(..)



